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Epigrafe

“O leproso atacado de lepra trard suas vestes estracalhadas e deixard
em desordem seus cabelos, cobrird sua barba e gritard: Impuro! im-
puro!’ Por todo o tempo que durar sua chaga, serd impuro. Ele é impuro;

habitard sozinho, sua morada serd fora do acampamento.”
Levitico, 13,45-46
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Resumo

Epidemia € a alteracdo de uma ou mais caracteristicas em um ndmero significativo
de individuos de uma populacao. Normalmente essas caracteristicas estdo relaci-
onadas a satde. Considera-se individuos como entidades unicas, por exemplo,
os seres humanos, animais e até mesmo maquinas ou computadores. A intera-
cdo entre os individuos € 0 meio constitui-se em um sistema epidemiolégico. A
classificagdo dos individuos em estados € a abordagem mais utilizada para estu-
dar os sistemas epidemioldgicos. Kermack e McKendrick elaboraram o modelo
SIR, que classifica os individuos em trés estados: suscetiveis, infectados e recu-
perados. Esses trés estados sdo relacionados por meio de equagdes diferenciais
ndo-lineares. Neste trabalho os seguintes aspectos sao investigados: 1) influéncia
da vacinacdo e isolamento na dinamica do modelo SIR; i1) modelos baseados em
individuos (MBI); iii) uso do controle 6timo e vacinacdo pulsada. As principais
contribui¢des desta tese sdo as seguintes. Primeiramente, verificou-se que a vaci-
nacdo e isolamento constituem-se em agdes de controle que modificam a localiza-
¢do do ponto de bifurcacao transcritica. Essa mudanga ocorre proporcionalmente
ao nimero de individuos isolados e inversamente proporcional ao nimero de in-
dividuos ndo vacinados. O uso simultaneo da vacinac¢ao e isolamento mostrou-se
potencialmente ttil em determinadas circunstancias. Em segundo lugar, foram
propostos uma formulacdo matemética e um algoritmo para o MBI. Avaliou-se
que o MBI tende a apresentar os mesmos resultados que o modelo SIR para po-
pulacdes muito grandes e intervalos de tempo infinitesimais. Foi proposta uma
expressao para calcular a probabilidade de erradicagdo de uma doenca em uma
populacdo. Essa probabilidade tende a aumentar com a diminuicdo do tamanho
da populacdo. Por fim, utilizou-se o principio maximo de Pontryagin para calcular
o controle 6timo de vacina¢do no modelo SIR. Obteve-se uma férmula analitica
para a lei de controle, que indica uma proporcionalidade entre o tamanho da popu-
lagdo e a taxa de vacinacdo. Em seguida, a intensidade e o intervalo da vacinacao
por pulsos no modelo SIR foram otimizados por meio do algoritmo de Nelder-
Mead. Observou-se que o aumento do intervalo entre os pulsos pode ocasionar
picos no nimero de individuos infectados equivalentes a situagdo sem vacinagao.
As agdes de controle propostas foram aplicadas no MBI mostrando coeréncia com
os resultados obtidos no modelo SIR.
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Abstract

Epidemic is an alteration of one or more characteristics in a significant number of
individuals of a population. Normally these characteristics are related to health.
Individuals are considered as unique entities, for example, the human beings, ani-
mals and even though machines or computers. The interaction between indivi-
duals and environment consists in an epidemiological system. The classification
of individuals in states is the most used approach to study an epidemiological
system. Kermack and McKendrick developed the SIR model, which classifies
the individuals in three states: susceptible, infectious and recovered. These three
states are related by means of nonlinear differential equations. In this work the
following aspects are investigated: 1) influence of the vaccination and isolation on
the dynamics of the SIR model; ii) models based on individuals (MBI); iii) use
of optimal control and pulsed vaccination. The main contributions of this thesis
are the following. First, it was verified that the vaccination and isolation consist
in actions of control that modify the localization of transcritical bifurcation point.
This change occurs proportionally to number of isolated individuals and inversely
proportional to number of non-vaccinated individuals. The simultaneous use of
the vaccination and isolation seems to be useful in certain circumstances. Secon-
dly, a mathematical expression and an algorithm for the MBI was developed. It
was evaluated that the MBI tends to present same results that the SIR model for
very large populations and infinitesimal time intervals. An expression to calculate
probability of eradication of an illness in a population was proposed. This proba-
bility tends to increase with a reduction of population size. Finally, Pontryagin’s
maximum principle was used to calculate an optimal control of vaccination using
the SIR model. An analytical formula for the control law was obtained, which
indicates a proportionality between population size and vaccination rate. After
that, the intensity and the interval of pulsed vaccination using the SIR model were
optimized by means of the Nelder-Mead’s algorithm. It was observed that an in-
crease in the time interval of pulses can cause peaks in the number of infected
individuals equivalent to the situation without vaccination. The proposed controls
were applied in the MBI showing coherence with the results achieved in in the
SIR model.
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Capitulo 1

Introducao

“O que se estd passando na Saude do Porto da nossa capital
é simplesmente assombroso. Os navios entram infeccionados,
os passageiros e tripulantes atacados saltam livremente contri-
buindo para contaminar cada vez mais a cidade, ndo soffrendo
os navios o mais rudimentar expurgo!”

Rio Jornal, 11 de Outubro de 1918

Neste trabalho, tem-se como objeto de estudo as epidemias. De acordo com
Ferreira (1986), define-se epidemia como

S.f. 1. Doenca que surge ripida num lugar e acomete simultanea-
mente grande nimero de pessoas. 2. Surto de agravacdo duma ende-
mia. 3. Fig. Uso generalizado de alguma coisa que estd em moda:
Hd uma epidemia de pantalonas e coletes.

Em seu primeiro sentido, a epidemia abrange apenas questdes relacionadas a
saude. No sentido figurado, por sua vez, apresenta significado mais generalista: o
foco deixa de ser a satide e passa a ser algo em moda. Entretanto, as defini¢des
apresentadas ndo sdo suficientes para abranger a utilizacdo do termo epidemia em-
pregado neste trabalho. Uma possivel razio € que o estudo de epidemias ultrapas-
sou as fronteiras da medicina (Kawachi, 2002), abrangendo dreas da veterindria
(Hueston, 2003; Callado et al., 2001; Mathias et al., 2001; Barlow et al., 1997,
Hurd e Kaneene, 1993; Rowe et al., 1991), biologia (May, 2004; Rai e Upadhyay,
2004; Alonso e McKane, 2002), matematica (Zhang et al., 2006; Gumel et al.,
2004; May, 2004; Hastings e Palmer, 2003; Moghadas e Gumel, 2003; Rothman
e Greenland, 2002; Timmreck, 2002; Kermack e McKendrick, 1927; Bernoulli,



2 1 Introducgdo

1760), engenharia (Rafikov e Schons, 1997), controle (Becker et al., 2005; Ger-
sovitz e Hammer, 2004; Wickwire, 1977), ciéncia da computacao (Balthrop et al.,
2004; Lloyd e May, 2001; Pastor-Satorras e Vespignani, 2001; Dwan, 2000), entre
outras.

Para os propdsitos deste trabalho, adota-se a seguinte defini¢ao:

Epidemia € a alteragdo de uma ou mais caracteristicas em um nimero
significativo de individuos de uma populacdo.

Considera-se individuos como entidades tnicas, por exemplo os seres huma-
nos, animais e até mesmo mdaquinas ou computadores. Caso essas caracteristicas
sejam relacionadas a saude, tem-se o sentido estrito do termo epidemia, inicial-
mente apresentado. Por outro lado, caso essa caracteristica seja, por exemplo,
a infeccdo de um computador, o conceito sugerido abrangerd uma situacdo do
campo da ciéncia da computacdo. A questio de ser ou nao significativo um deter-
minado numero de individuos depende do contexto.

A interacdo entre os individuos e 0 meio constitui-se em um sistema epide-
miologico. Por meio entende-se, o meio ambiente, outros individuos, parasitas,
virus de computador e tudo mais que se relacione com os individuos.

Na secdo seguinte serd apresentada a relevancia do estudo, momento em que
serdo apresentados alguns argumentos que mostram o impacto econdémico € so-
cial de epidemias em seres humanos, animais e maquinas. Em seguida, serdo
discutidas as motivacdes deste trabalho. Afinal, quais as razdes que levaram um
Engenheiro Eletricista a investigar epidemias? As duas tltimas secdes apresentam
um sumdrio dos objetivos deste trabalho e a estrutura dos demais capitulos desta
tese.

1.1 Relevancia

As caracteristicas relacionadas a saide sdo as mais estudadas do ponto de vista
epidemioldgico. Dentre essas, as doencas infecciosas sdo as mais relevantes. As
doencas infecciosas desempenham um enorme papel na histéria da humanidade
(Gandon et al., 2003; Earn et al., 2002; Day, 2002). Elas sao uma das maiores fon-
tes de mortalidade e constituem-se potentes forcas seletivas (Day, 2002; Hethcote,
2000; Anderson e May, 1992). A literatura histdrica e epidemioldgica esta repleta
de casos de doencas infecciosas que invadiram comunidades humanas afetando a
populacdo e a organizacao social. O nimero de mortes provocado pelas maiores
epidemias de todos os tempos € impreciso, mas é incomparavelmente maior que
o numero de mortes provocados por todas as guerras (Anderson e May, 1992).
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A Organizagdo Mundial para a Saude (OMS) estima que a erradicacdo da va-
riola ! por meio da vacinagfio em massa resulta em uma economia de dois bilhdes
de ddlares por ano. A poliomielite foi erradicada em vdrios paises do mundo, in-
clusive no Brasil. Estima-se que a erradicacdo da pdlio economizaré cerca de 1,5
bilhdes de dolares (Hethcote, 2000). Quanto aos prejuizos relacionados a animais,
pode-se citar o caso da brucelose bovina, cujo impacto econdmico estimado € da
ordem de 32 milhdes de délares por ano no Brasil (Poester et al., 2002).

Atualmente, o virus HIV (human immunodeficiency virus), o agente causador
da AIDS (acquired immunodeficiency syndrome), passou a ter um significante im-
pacto nos indices de mortalidade tanto em paises ricos quanto em paises pobres.
Estima-se que 18 milhdes de mortes foram causadas pela AIDS desde que a do-
enca foi detectada no inicio dos anos 80 (Schwartlander et al., 2000). Em dezem-
bro de 2004 havia 39,4 milhdes de pessoas vivendo com o virus HIV (UNAIDS
e WHO, 2004). Em 2004, cerca de 4,9 milhdes de pessoas foram infectadas com
o virus HIV e houve 3,1 milhdes de mortes causadas pela AIDS, ou seja, um au-
mento de 1,8 milhdes de pessoas infectadas com o HIV, apenas em 2004. Klausner
et al. (2003) apresentam a real gravidade da epidemia de AIDS e conclamam toda
a comunidade cientifica mundial para o desenvolvimento da vacina para a AIDS.
Se nada for feito, as estimativas indicam que, em 2010, havera cerca de 45 milhdes
de infectados e, em 2020, aproximadamente 70 milhdes de pessoas terdo morrido
por conseqiiéncia da AIDS.

Nao sdo apenas os homens que estdo sujeitos a doencas infecciosas. Muitas
doencas atacam animais domésticos e animais de alto valor econdmico, dissemi-
nando ou reduzindo a produtividade de rebanhos bovinos, caprinos, entre outros
(Barlow et al., 1997; Rowe e East, 1997; Poester et al., 2002). A ploriferacao de
doengas infecciosas em animais € um grande problema para saude publica. Em
vdrias ocasides, como ocorreu com a epidemia da encefalopatia espongiforme
bovina, popularmente conhecida como epidemia da vaca-louca, ou mais recente-
mente com a gripe das aves da Asia, o sacrificio de milhares de animais foi neces-
sério, causando grande prejuizo econdmico (Gersovitz e Hammer, 2004; Hueston,
2003; Cox et al., 2003).

As doencas infecciosas sdo provocadas por agentes externos capazes de se
reproduzir e causar danos aos hospedeiros. Esses agentes sdo, em sua maioria,
virus e bactérias (Anderson e May, 1992). A partir da década de 80, esses agentes
deixaram de ser exclusividade do reino animal e comecgaram a infectar também
o reino das mdquinas: surge o virus de computador. > O primeiro virus de com-

0 tltimo caso registrado na América foi em 1971. O ultimo caso no mundo ocorreu em 1977,
na Somalia (Hethcote, 2000).

20 termo virus de computador (computer virus) foi formalmente definido por Fred Cohen em
1983, quando ele desenvolvia estudos académicos na empresa Digital Equipment Corporation.
Para Cohen, um virus de computador é “qualquer programa capaz de modificar outros programas
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putador encontrado foi o Apple II, no inicio dos anos 80 (Dwan, 2000). Desde
entdo, milhdes de computadores t€m sido infectados ao redor do mundo. Em
2003, estima-se que o virus Sobig causou prejuizos da ordem de 30 bilhdes de
dolares (Balthrop et al., 2004). Atualmente, virus de computador representam um
considerdvel risco para grandes empresas e até para usudrios domésticos (Piqueira
et al., 2005).

Seja em homens, em animais ou em maquinas, o controle de epidemias é um
desafio para a humanidade. A ciéncia tem contribuido para essa empreitada de
diversas formas, cobrindo desde o desenvolvimento de vacinas até campanhas de
conscientizacdo e politicas publicas. Dada a relevancia do assunto, uma nova drea
surgiu na ciéncia, a Epidemiologia, definida como “o estudo da natureza, causa,
controle e determinantes da freqii€ncia e distribui¢cdo de doencga, enfermidade e
morte em populagdes humanas” (Timmreck, 2002). 3

1.2 Motivacao

A epidemiologia avangou significativamente nos ultimos dois séculos, gracas as
areas de biologia celular, biologia molecular, imunologia entre outras . Na Europa
e América do Norte, o resultado desse avango pode ser observado na consideravel
diminui¢do nas taxas de mortalidade e na elevacao da expectativa de vida, que em
1700 era de 25-30 anos e em 1970 passou para 70-75 (Anderson e May, 1992,
p-3).

Dentro da epidemiologia, uma outra drea que se fortaleceu foi a epidemiolo-
gia matemdtica. Particularmente, o interesse em modelar doencgas infecciosas tem
sido objeto de intimeros trabalhos em todo o mundo (Xia e Moog, 2003; Timm-
reck, 2002; Yang, 2001; Hethcote, 2000; Murray, 1993; Anderson e May, 1992)
.Yang (2005) afirma que “modelos matemdticos tém auxiliado os sanitaristas na
escolha do melhor mecanismo de controle de doengas infecciosas por meio de
vacinagdes.” Clancy (1999) expressa a razdo principal deste interesse ao dizer:

The main reasons for studying mathematical models of disease spread

para incluir uma cépia dele mesmo” (Dwan, 2000).

3Essa definicdo é classica e abrange mais o envolvimento da epidemiologia no cendrio da satide
humana. Entretanto, vérios autores tem usado esse termo para os estudos relativos a animais
(Keeling et al., 2003; Fulford et al., 2002; Barlow et al., 1997; East et al., 1993) e também para a
disseminagdo de virus de computador (Balthrop et al., 2004; Lloyd e May, 2001; Pastor-Satorras e
Vespignani, 2001; Dwan, 2000). Nesse sentido, no presente trabalho, apresenta-se uma definicao
alternativa e mais abrangente, tratando a epidemiologia como o “o estudo das causas, dindmica
e controle dos efeitos nocivos provocados por parasitas (por exemplo, virus, bactérias, virus de
computador) a uma comunidade (por exemplo, de seres humanos, de animais, ou um conjunto de
computadores)”.
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is the hope that improved understanding of the transmission mecha-
nism may lead to more effective control strategies. *

De modo mais geral, Hethcote (2000) afirma que a modelagem epidemio-
l6gica pode contribuir para “o projeto e andlise de pesquisas epidemioldgicas,
sugerir qual tipo de dado deve ser coletado, identificar tendéncias, realizar predi-
coes e estimar a incerteza das predi¢des”. Estimar a incerteza de predi¢des € uma
importante caracteristica para os modelos epidemioldgicos, pois normalmente as
séries epidemioldgicas possuem poucos dados, tornando a modelagem uma tarefa
bastante dificil (Medley, 2001).

Periodicamente, novos virus de gripe emergem e propagam-se por populagdes
de suscetiveis, resultando em epidemias mundiais ou pandemias. Segundo Cox
et al. (2003), a melhor defesa para a préxima pandemia é o desenvolvimento de
um programa mundial de vacinagdo. Modelos matematicos podem contribuir para
0 sucesso desse programa.

A modelagem matemaética de doencgas infecciosas tem suas raizes na mode-
lagem de sistemas ecoldgicos, principalmente nos modelos que procuram captar
a dindmica da interacdo entre duas ou mais espécies competitivas (por exemplo,
virus e o homem) (Corso et al., 2002; Meza et al., 2002). Odum (1988) afirma:

“Alguns aspectos tedricos mais largamente debatidos da teoria de
competi¢do giram em torno das equagdes que vieram a ser conhe-
cidas como equacdes de Lotka e Volterra (chamadas assim porque
foram propostas como modelos por Lotka e Volterra, em publicacdes
separadas, em 1925 e 1926).” [p. 235]

Para ilustrar a motivacdo deste trabalho, considere a Figura 1.1. Com a apli-
cacdo de vacinagdo em massa na populacdo de Londres e de todo o Reino Unido,
o numero de pessoas infectadas por sarampo caiu drasticamente. Isso foi possi-
vel, gracas ao desenvolvimento de uma vacina eficiente. Entretanto, uma série
de questdes, se respondidas na época, poderiam ter melhorado o desempenho da
vacinagdo. Algumas perguntas sdo listadas a seguir:

1. Qual é o percentual minimo de pessoas que deviam ser vacinadas ou iso-
ladas para garantir a erradicagdo da doenca (Moghadas e Gumel, 2003;
Hethcote, 2000; Becker et al., 2005)?

2. Qual é a freqii€éncia 6tima da vacina¢do (Zhou e Liu, 2003; d’Onofrio, 2002;
Lu et al., 2002)?

“As principais razdes para o estudo de modelos mateméticos da proliferacio de doencas é a
esperanga de que uma melhor compreensdo dos mecanismos de transmissdo possa proporcionar
estratégias de controle mais efetivas.
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Figura 1.1: Casos notificados de sarampo em Londres de 1948-1987

Numero de casos notificados de sarampo em Londres, no periodo de 1948
a 1987. Esse conjunto de dados é um dos mais bem documentados e estu-
dados que se tem noticia. A vacinac¢do aconteceu a partir de 1966. Dados:
measles4887.dat

3. Todas as cidades deveriam ser vacinadas simultaneamente ou poderia haver
algum assincronismo nas epidemias (Grenfell et al., 2001)?

4. A vacinacdo deve ocorrer igualmente em todas as idades, ou deve haver
diferencgas na freqiiéncia de acordo com a idade (Greenman et al., 2004;
Guihua e Zhen, 2004; d’Onofrio, 2002; Hethcote, 2000)?

5. O tratamento da vacinacdo deve ser igual ou diferente para grandes centros
urbanos e pequenas cidades (Bjornstad et al., 2002; Grenfell et al., 2002)?

6. Que varidvel deve ser medida, nimero de suscetiveis ou infectados para
reproduzir a dindmica do sistema (Letellier et al., 2002; Peck, 2004)?

7. Qual a melhor estratégia para controlar uma epidemia? Isolamento ou vaci-
nacao (Kretzschmar et al., 2004)?

Neste trabalho pretende-se investigar primordialmente as questdes 1, 2,5 e 7.
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Os dados mostrados na Figura 1.1 fazem parte da mais longa e mais bem docu-
mentada série de dados epidemioldgicos > de que se tem noticias (Bjornstad et al.,
2002; Grenfell et al., 2002; Keeling e Grenfell, 2002a; Finkenstadt e Grenfell,
2000; Grenfell et al., 1994).

1.3 Objetivos

A classificacdo dos individuos em estados € a abordagem mais utilizada para estu-
dar os sistemas epidemioldgicos. Kermack e McKendrick (1927) desenvolveram
o modelo SIR, que classifica os individuos em trés estados: suscetiveis, infectados
e recuperados. Esses trés estados sdo relacionados por meio de equacdes diferen-
ciais ndo-lineares. Esse modelo serd descrito com mais detalhes na secdo 2.3.3.
No modelo SIR € possivel incorporar a¢des de controle (Ogren e Martin, 2002;
Behncke, 2000; Stone et al., 2000; Piccardi e Lazzaris, 1998). Neste contexto,
acoes de controle sdo alteragdes no sistema que permitem levd-lo a um estado de-
sejado (Ogata, 2003). Essas acdes de controle podem ser, entre outras, a vacinacao
e isolamento.
Neste trabalho os seguintes aspectos sao investigados:

1. influéncia da vacinacdo e isolamento na dinamica do modelo SIR (Anderson
e May, 1992; Hethcote, 2000);

2. modelos baseados em individuos (MBI) (Keeling e Grenfell, 2000; Sole
et al., 1999; Grimm, 1999; Lomnicki, 1999);

3. uso do controle 6timo (Gersovitz e Hammer, 2004; Francis, 2004; Caetano
e Yoneyama, 2001; Behncke, 2000; Kirk, 1970) e vacinac¢do pulsada (Zhou
e Liu, 2003; Lu et al., 2002; Stone et al., 2000; Agur et al., 1993) .

Esses trés objetivos estdo assim articulados. O primeiro objetivo investigard a
dindmica do modelo SIR e a influéncia da aplicagdo da vacinacao ou isolamento na
dinamica do modelo. O sistema epidemioldgico € representado por equacdes dife-
renciais ndo-lineares. Serd utilizada a andlise de sistemas dindmicos ndo-lineares
(Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Schinazi, 1996; Monteiro, 2002).

As premissas conceituais utilizadas para formular o modelo SIR sao utilizadas
para elaborar um modelo baseado em individuos (MBI). Essa estratégia utiliza de
relagdes estocdsticas (aleatdrias) para modelar as altera¢des nas caracteristicas dos
individuos. Objetiva-se formular um modelo que, para popula¢des muito grandes
e intervalos de tempo pequenos, tenha um comportamento semelhante ao modelo

SUm conjunto de 60 séries de cidades diferentes do Reino Unido de notificacdes de sarampo
pode ser encontrado no sitio: http://www.zoo.cam.ac.uk/zoostaff/grenfell/measles.htm.
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SIR. Por outro lado, deseja-se um modelo que permita analisar os comportamentos
estocésticos para pequenas populagdes.

Por fim, deseja-se estudar duas técnicas de controle para o modelo SIR. O
objetivo € obter uma lei de controle 6tima para a vacinacao e otimizar uma vaci-
nagdo por pulsos. Pretende-se aplicar as técnicas de controle propostas e avaliar
seus resultados em um modelo estocdstico proposto no capitulo 4.

1.4 Estrutura do Texto

O restante deste texto estd organizado da seguinte forma:

O capitulo 2 traz os conceitos fundamentais da Epidemiologia, iniciando o
assunto com um breve histérico. Enfase é dada a modelagem matematica, mos-
trando os modelos cldssicos baseados no principio de a¢do de massa (Hethcote,
2000) e novas propostas de modelagem presentes na literatura. Ainda nesse capi-
tulo, as principais estratégias de controle aplicadas a epidemiologia sdo apresen-
tadas.

No capitulo 3, analisa-se a dinamica do modelo SIR. Primeiramente, as carac-
teristicas principais desse modelo sdo descritas. Em seguida, a anélise da estabili-
dade dos pontos fixos em fun¢ao da variagao da taxa de transmissao (3 € realizada.
Mostra-se que a acdo de controle, seja na forma de vacinagdo ou isolamento de in-
dividuos infectados, consiste na altera¢do da taxa de transmissdo, permitindo que
o sistema seja levado a varios comportamentos dindmicos, inclusive o da erradica-
¢do da doenga. Analisa-se também a influéncia da acdo simultdnea da vacinacao
e isolamento.

No capitulo 4, apresenta-se o desenvolvimento do MBI. Inicia-se o desenvol-
vimento a partir do estabelecimento das premissas epidemioldgicas que servem
de base para o modelo SIR, bem como, de outras premissas presentes na literatura
que versam sobre o comportamento de sistemas epidemioldgicos para pequenas
populagdes. Uma formulacdo matematica e um algoritmo para o MBI. Simula-
coOes sdo apresentadas e discute-se a similaridade do MBI com o modelo SIR. Ao
fim deste capitulo, propde-se uma expressao para o cilculo da probabilidade de
erradicacdo da doenca.

Duas técnicas de controle sao investigadas e apresentadas no capitulo 5. A pri-
meira, o controle 6timo, faz uso do maximo principio de Pontryagin. Obtém-se,
dessa técnica, uma expressao analitica para o controle 6timo. Dessa expressao,
faz-se uma andlise de seu sentido epidemiolégico. Em seguida, por meio do al-
goritmo de otimiza¢do nao linear de Nelder-Mead, obtém-se uma vacinagdo por
pulsos otimizada em fun¢ao da intensidade do pico e do intervalo entre os picos.
As estratégias desenvolvidas sao também aplicadas no MBI.

O capitulo 6 resume as principais contribui¢des deste trabalho. Apresenta-se,



1.4 Estrutura do Texto

também, um balango dessas contribui¢des. Por fim as perspectivas de pesquisas
futuras, obtidas a partir do encontro de questdes ao longo deste trabalho, mas que
nao foram investigadas, sdo apresentadas.






Capitulo 2
Epidemiologia Matematica

“Above all, remember Einstein’s dictum: models should be as
simple as possible, but not more so.”

May (2004) !

2.1 Introducao

O interesse em compreender como as doencas proliferam-se data de tempos an-
cestrais. Somente a partir do século X VIII € que um estudo matemético comecou a
ser realizado. Este capitulo objetiva apresentar um breve histérico do desenvolvi-
mento da epidemiologia matematica, os conceitos fundamentais da epidemiologia
e as principais estratégias de controle citadas na literatura.

2.2 Breve Historico da Epidemiologia

Nenhum outro exemplo sintetiza melhor o efeito desastroso de doengas infecci-
osas do que a peste negra que causou terror em toda a Europa durante os anos
de 1347-1350, matando um quarto de toda a populacdo (Alonso, 2004; Anderson
e May, 1992). Em 1665, mais de 68 mil pessoas morreram de peste bubdnica
em Londres, deixando a populacdo dessa cidade aterrorizada. Doencas infecci-
osas endémicas na Europa, tais como sarampo, variola, gripe e peste bubonica,
foram transmitidas por estrangeiros e foram responsaveis pela exterminagdo de

'Acima de tudo, lembre-se do ditado de Einstein: modelos devem ser os mais simples possi-
veis, mas ndo mais do que isso.
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grupos étnicos, os quais ndo entraram em contato com a doenca e desse modo nao
desenvolveram imunidade (Alonso, 2004).

Fora do continente europeu, ha inimeros outros relatos de epidemias. Em
1520, os Astecas perderam trés quartos de sua populacdo devido a variola. A epi-
demia de variola na populacio asteca revela algumas caracteristicas marcantes na
investigacdo epidemioldgica: 1) resisténcia a infec¢do devido a caracteristicas ge-
néticas; ii) verificacdo do processo de selecao natural em comunidades humanas;
iii) imunidade adquirida a infeccao.

Em tempos mais recentes, outras epidemias também causaram milhdes de
mortes. Na Russia estima-se 2 milhoes e meio de mortes causadas pela tifo durante
os anos de 1918 a 1921. Em 1919, cerca de 20 milhdes morreram na epidemia
mundial de gripe (Cox et al., 2003). O Brasil também foi afetado com essa epi-
demia. No Rio de Janeiro, morreram 17 mil pessoas em dois meses. O seguinte
trecho jornalistico ilustra o desespero da populag¢do na época.

“O que se estd passando na Saude do Porto da nossa capital € simples-
mente assombroso. Os navios entram infeccionados, 0s passageiros e
tripulantes atacados saltam livremente contribuindo para contaminar
cada vez mais a cidade, ndo soffrendo os navios o mais rudimentar
expurgo! A Saude do Porto ndo tem conduccio, ndo tem o pessoal
necessario para as emergéncias do momento e o material preciso para
as desinfeccdes. Telegrammas chegados ha dias de Estados do Norte,
annunciaram detalhadamente dezenas de casos de influenza hespa-
nhola occoridos a bordo da Itassucé.” — Rio Jornal, 11 de outubro de
1918

Atualmente, o virus HIV passou a ter um significante impacto nos indices de
mortalidade tanto em paises ricos quanto em paises pobres. Estima-se 18 milhdes
de mortes causada pela AIDS. No Brasil, o Ministério da Satude notificou aproxi-
madamente 240 mil casos de AIDS. O Brasil tem cerca de 600 mil portadores do
HIV (Ministério da Sadde, 2002). Estima-se o aparecimento de mais de 30 mil
novos casos a cada ano (Barbosa e Struchiner, 2002).

De fato, o estudo de epidemias de doencas infecciosas tem origem bastante
antiga. A lista de epidemias compiladas pela escola chinesa de Ssu Kuang (960-
1279 DC) e pela escola grega de Hipdcrates (458-377 AC) ilustram esse ponto.
Entretanto, o estudo cientifico da epidemiologia > de doengas infecciosas somente
comecaram apds o desenvolvimento da teoria das doengas causadas por germes.

20 termo epidemiologia originou-se de termos utilizados pelo primeiro pai da Epidemiologia,
Hipdcrates, a Escola de Cos, na Grécia, 400 a.C.: (...) como meio de incorporar uma perspectiva
comunitdria & compreensio das enfermidades. Foi Hipdcrates quem definiu os termos epidemia
e endemia: i) epidemeion: que significa visitar, ou seja, enfermidades que visitam a comuni-
dade; ii) endemeion, que significa residir, ou seja, enfermidades que permanecem na comunidade
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No inicio da literatura médica, ha poucas referéncias a idéia de que criatu-
ras vivas invisiveis poderiam ser responsaveis por alguma doenga. A feoria do
germe somente comecou a ser desenvolvida por Frascatorius (1475-1503), um
famoso médico de Verona, na publica¢do de uma artigo em que esse autor clara-
mente expressou a crenga em que organismos invisiveis fossem capazes de causar
doencas e em que a enfermidade poderia ser transmitida pelo contato direto ou in-
direto entre pessoas. Com o advento de simples lentes de aumento e a construcao
dos primeiros microscépios, cientistas do século XVII e XVIII demonstram que
micro-organismos realmente existem.

Desde a Antiguidade, foi observado que certas pessoas se recuperavam de
doencgas e se tornavam imunes. A partir do século XV, procurou-se induzir imu-
nidade nos individuos que ndo haviam tido contato prévio com o virus. Somente
no século XVIII, Edward Jenner (1749—-1823) inoculou em um menino o raspado
de pus de lesdo de uma ordenhadora que adquirira variola da vaca (uma moléstia
benigna) e, posteriormente, inoculou, no mesmo menino, o pus de paciente no
estagio ativo de varfola. > Ocorre entdo, a primeira vacinagdo. Os trabalhos de
Louis Pasteur (1822-1895) e Robert Koch (1843-1910) levaram a epidemiologia
a um desenvolvimento cientifico rigoroso acerca dos procedimentos de anélise e
prevengdo de epidemias, da andlise quantitativa e medidas preventivas apropria-
das para o tratamento de cada paciente, bem como no tratamento de comunidades
inteiras.

2.2.1 A Matematica na Epidemiologia

O primeiro trabalho conhecido de aplicacdo de matematica aos estudos da epide-
miologia € atribuido a Daniel Bernoulli (1700-1782) em 1760. Bernoulli usou um
método matemaético para avaliar a eficiéncia de politicas publicas no tratamento

(Timmreck, 2002). Em uma perspectiva estatistica, pode-se utilizar a seguinte defini¢do. Endemia
refere-se a uma doenga sempre presente em determinada drea. O canal endémico € a representacdo
da variagdo sazonal das doengas. Para calcular o canal endémico, gera-se o grafico das médias das
incidéncias mensais das doengas e calcula-se a partir destes valores os limites superior (+ 1,96
vezes o desvio padrdo) e inferior (menos 1,96 vezes o desvio padrdo). Se a situagdo estiver sob
controle, as taxas de incidéncia vao variar dentro do canal endémico sem ultrapassi-lo. Mas se a
taxa de doenca ultrapassar o limite superior e ai permanecer (isto €, ndo voltar para o canal en-
démico) nos meses seguintes estd diagnosticada a epidemia. Pode-se também variar o periodo de
amostragem, para uma semana, por exemplo.

30 primeiro experimento de Jenner ocorreu em um garoto, James Phipps, o filho de um de seus
empregados. A questdo se houve ou ndo consentimento de James ou de seus pais é controversa.
Bazin (2003) faz um relato histdrico da prevengdo da infeccdo de doengas por meio de imuniza-
cdo. Esse relato excursiona os primeiros fatos conhecidos sobre mecanismos de vacinagéo até a
utilizag@o de engenharia genética em dias atuais.
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de varfola (Bernoulli, 1760). * Apés quase cem anos, em 1840, William Farr ajus-
tou uma curva ao nimero de débitos provocados pela variola no Reino Unido.
Em 1906 John Brownlee aplicou técnicas estatisticas para analisar longas séries
temporais de dados epidemioldgicos (Anderson e May, 1992).

De modo diferente, os cientistas Hamer e Ross, no inicio do século XX, in-
vestigaram a transmissdo de doencas infecciosas por meio de simples modelos
matematicos. Em 1906, Hamer postulou que o desenvolvimento de uma epide-
mia depende da taxa de contato entre individuos ndo infectados (suscetiveis) e
individuos infectados. Essa no¢do tornou-se um dos mais importantes conceitos
na aplica¢do de matematica em epidemiologia conhecido como principio de agdo
de massa. Mais precisamente, o principio de acdo de massa define que a taxa
de transmissdao da doenca é proporcional ao produto da densidade de individuos
suscetiveis e infectados. Vinte anos mais tarde, Kermack e McKendrick (1927)
desenvolveram uma teoria relacionando o surgimento de uma epidemia a um valor
critico do nimero de suscetiveis. O principio de acdo de massa e a teoria do valor
critico sdo os dois marcos nos estudos da epidemiologia moderna.

A literatura cientifica sobre epidemiologia tem-se diversificado. Observa-se
vérios estudos na aplicacdo de teoria de controle aos modelos epidemiolégicos
(Becker et al., 2005; Moghadas, 2004; Balthrop et al., 2004; Kretzschmar et al.,
2004; Keeling et al., 2003; Koopman, 2002; Gani e Leach, 2001; Muller et al.,
2000; Stone et al., 2000; Clancy, 1999; Piccardi e Lazzaris, 1998; Ghezzi e Pic-
cardi, 1997; Barlow et al., 1997; Blount et al., 1997; Wickwire, 1977), no estudo
da dispersao espacial das doencas (Grenfell et al., 2001), na importancia da hete-
rogeneidade e aplicacdo da teoria do valor critico em modelos mais complexos,
tanto deterministicos quanto estocdsticos (Anderson e May, 1992). Além dos t6-
picos mencionados, encontra-se também estudos como: verificagdo de caos (Ol-
sen e Schaffer, 1990; Sugihara e May, 1990; Gamarra e Solé, 2000), controle e
sincronismo de caos (Sole et al., 1999; Gamarra et al., 2001), analise de dina-
mica ndo-linear (Grenfell et al., 2002). Observa-se também uma tendéncia para
pesquisas que revelem caracteristicas deterministicas na epidemia (Finkenstadt e
Grenfell, 2000; Bjornstad et al., 2002; Grenfell et al., 2002; Keeling e Rohani,
2002; Coutinho et al., 1999; Hethcote et al., 1999; Diekmann et al., 1998). Uma
outra tendéncia aparentemente promissora é o uso de modelos baseados em re-
des > que permite incorporar heterogeneidades do sistema (Balthrop et al., 2004;

40 autor ndo teve acesso a esse artigo. Mas em referéncias como (Yang, 2001; Hethcote, 2000;
Kephart et al., 1993; Anderson e May, 1992) o trabalho de Bernoulli é considerado como pioneiro
na aplicacdo de matemadtica a epidemiologia.

>Uma rede é um conjunto de vértices (ou nés) conectados por arestas. Uma revisdo a respeito
de modelos baseados em redes pode ser encontrada em (Newman, 2003). Em (Capra, 2002) ha
um reflexdo cientifica e filoséfica da importancia de se encarar os individuos de um sistema como
conectados por uma teia. Nessa mesma linha, Boff (2004) articula justica social, espiritualidade e
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Newman, 2002; Lloyd e May, 2001; Pastor-Satorras e Vespignani, 2001) e mo-
delos estocasticos (Krone, 2004; Alonso, 2004; Aiello e da Silva, 2003; Alonso e
McKane, 2002).

2.3 Conceitos Basicos da Epidemiologia

A epidemiologia matemadtica fundamenta-se em hipdteses matematicas que quan-
tificam alguns aspectos do fendmeno bioldgico da interacao entre o parasita (vi-
rus, bactéria e virus) e hospedeiro (homem, animal, computador). Essa interacao
ocorre em dois niveis: individual e coletivo (Yang, 2001). No primeiro nivel,
o interesse recai sobre o mecanismo de transmissao, infec¢do e eventual imuni-
dade no individuo. No segundo, além desses aspectos, hd também interesse na
dindmica do nimero de individuos infectados ao longo do tempo, isto é, se hd
presenca de ciclos, picos, regimes estdveis, entre outras caracteristicas. Um outro
tipo de estudo, refere-se a interferéncia mutua entre parasitas em uma populacao
de hospedeiros (Xu e Boyce, 2005).

Um dos primeiros passos para compreender os conceitos bésicos é entender
o que sdo microparasitas.  Esses agentes podem ser vistos como parasitas que
possuem reproducdo direta, usualmente em elevadas taxas, dentro do hospedeiro.
Eles tendem a ser caracterizados pelo tamanho pequeno e curto tempo de uma
geracdo, quando comparado com o hospedeiro. Normalmente, os hospedeiros
que se recuperam da infec¢do adquirem imunidade, por certo periodo e mesmo
freqiientemente por toda a vida. Embora haja importantes excegdes, a duracio
da infeccdo € tipicamente menor do que o periodo de vida do hospedeiro. Esta
caracteristica, combinada com imunidade adquirida, significa que as infec¢des
causadas por microparasitas sio transitorias.

No estudo das infec¢des causadas por microparasitas, a abordagem mais utili-
zada é dividir a populagcdo de hospedeiros em algumas classes, sendo que as mais
comuns sd0: suscetiveis, infectados e recuperados (imunes) (Satsuma et al., 2004;
Ackleh e Allen, 2003; Korobeinikov e Wake, 2002; Lu et al., 2002; Newman,
2002; Hethcote, 2000; Anderson e May, 1992). Esse modelo compartimentado 7
para a intera¢do dinamica entre as populagdes parasitarias e hospedeiras € descrito
esquematicamente na Figura 2.1. Normalmente, os trés compartimentos conside-

ecologia, enfatizando o aspecto da indissociabilidade entre os individuos humanos e o meio: todos
estdo ligados em uma teia. Por esta obra, Boff foi agraciado em 2001, em Estocolmo, na Suécia,
com o Prémio Nobel Alternativo da Paz.

%0 presente trabalho limita-se a estudar os microparasitas. O leitor podera consultar (Anderson
e May, 1992) para uma discussio a respeito dos macroparasitas.

"Em ecologia, o método do sistema compartimental enfatiza as quantidades de energia e mate-
riais nos compartimentos do ecossistema (Odum, 1988, p. 332).
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rados sdo:

e Suscetiveis: individuos que nao estdo infectados, mas podem vir a estar.

e [nfectados: individuos que estdo com a doencga e podem transmiti-la para
outros individuos.

e Recuperados: individuos que estdo recuperados e imunes ao contigio. A
imunidade neste caso é adquirida apds o individuo se recuperar da doencga.

Cv
b b b
uN *

—m  Suscetiveis »  Infectados P Recuperados

d d+« d
Mortos

Vo

z|=

Figura 2.1: Representacdo esquemadtica do modelo SIR

Representacdo esquematica do modelo compartimental de hospedeiros infec-
tados por parasitas. As trés classes consideradas sdo: i) Suscetiveis (S(t));
ii) Infectados (I(t)); iii) Recuperados ou imunes (R(t)). Nesse diagrama os
hospedeiros reproduzem a uma taxa b (taxa de natalidade) e morrem a uma
taxa de d (taxa de mortalidade). Os hospedeiros infectados possuem uma taxa
« adicional a sua taxa de mortalidade, a taxa de letalidade. O tempo médio
de permanéncia nas classes infectadas e imunes sdo de 1/ e 1/v, respectiva-
mente. § € o coeficiente de transmissdo que determina a taxa em que novas
infec¢des surgem como conseqiiéncia do contato entre suscetiveis e infecta-
dos. i é a taxa de novos suscetiveis por unidade de tempo.

No diagrama da Figura 2.1, os hospedeiros reproduzem a uma taxa b (taxa
de natalidade) e morrem a uma taxa de d (taxa de mortalidade). Os hospedeiros
infectados possuem uma taxa « adicional a sua taxa de mortalidade, a taxa de
letalidade. O tempo médio de permanéncia nas classes infectadas e recuperados
sdo de 1/v e 1/v, respectivamente. O coeficiente de transmissdo que determina a
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taxa em que novas infecgdes surgem como conseqiiéncia do contato entre susce-
tiveis e infectados é definido por 3. A taxa de novos suscetiveis por unidade de
tempo é expressa por p. O modelo SIR, ou K-M, nome dado em homenagem aos
seus primeiros proponentes Kermack e McKendrick, usam equacgdes diferenciais
e a estratégia de compartimentos (Wickwire, 1977). O modelo SIR, como € base-
ado em equacdes diferenciais, permite a utilizacdo de técnicas relativamente mais
conhecidas para analisar seu comportamento.

Para se obter o conjunto de equacdes que representa o modelo SIR, algu-
mas consideragdes sdo feitas. Primeiramente, costuma-se definir s(t) = S(t)/N,
i(t) = I(t)/N e r(t) = R(t)/N, como sendo, respectivamente, a propor¢do de
suscetiveis, infectados e recuperados em uma populacao de tamanho N constante.
Se 3 é o nimero médio de contatos adequados, ou seja, contatos em que houve a
transmissdo de doengas, de uma pessoa por unidade de tempo, entdo 5I/N = i
¢ a média do nimero de contatos com infectados por unidade de tempo de um
individuo suscetivel. Também, SIS/N = [Nis é o nimero de novos casos
por unidade de tempo devido a S = Ns individuos suscetiveis. 8 Além disso,
considera-se que o individuo infectado possui uma taxa de letalidade nula, ou
seja, o = (. Considera-se também que a populagdo € constante, isto €, existe um
balancgo entre a taxa de mortalidade e nascimento, o que equivale a afirmar que
d = . Por fim o modelo SIR ° pode ser escrito como o conjunto de equacdes
diferenciais:

dS/dt = uN —puS— BIS/N, S(0) = Sp>0,
dI/dt = BIS/N —~I — ul, 1(0) = I,>0, 2.1)
dR/dt = I — uR, R(0) = Ry >0,

em que S(t) + I(t) + R(t) = N. Dividindo as equagdes em (2.1) por N, tem-se

ds/dt = p— us— fis, s(0) = s9 >0,

di/dt = Bis—~i—pi,  i(0) = ip>0. (2:2)

8Em virios trabalhos considera-se o niimero de novos casos infectados por unidade de tempo,
como sendo: BIS (Anderson e May, 1992; Bjornstad et al., 2002; Grenfell et al., 2002). Heth-
cote (2000) mostra que desse modo a taxa de contato (3 cresce linearmente com o tamanho da
populagdo, o que ndo se observa em vdrias doencgas infecciosas no homem.

Neste trabalho as equacdes diferenciais serdo simuladas utilizando o método de Runge-Kutta
de 4% ordem, com tolerancia relativa de 1 x 1070, Apesar de acreditar que tal tolerincia seja
suficiente, as simulacdes tem sua tolerdncia variada para verificar eventuais problemas de con-
vergéncia. Uma discussao interessante a respeito do efeito do passo de integracdo na simulagdo
de modelos epidemioldgicos pode ser encontrada em (Moghadas e Gumel, 2003). Em (Wilson,
2000), pode-se encontrar uma excelente discussdo a respeito dos aspectos computacionais da si-
mulac@o de modelos ecolégicos utilizando a linguagem C.
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r(t) =1 — s(t) — i(t) e a drea triangular A no plano de fase si expressa por
A ={(s,i)]s >0, >0,5+i<1} (2.3)

¢ um invariante positivo e as solucdes existem em A para todo ¢ > 0, de tal
forma que o modelo é matematicamente e epidemiologicamente bem condicio-
nado (Hethcote, 2000).

Analisa-se as solugdes de (2.2) por meio do conceito da faxa bdsica de re-
produgdo, Ry, que é definida como o nimero médio de infec¢des secunddrias
produzidas quando um individuo infectado € introduzido em uma populacéo in-
teiramente suscetivel (Hethcote, 2000). Esse conceito € central em qualquer dis-
cussdo sobre dinamica populacional. Pode-se mostrar que um parasita é capaz de
invadir e estabelecer-se em uma populacdo de hospedeiros quando Ry, > 1. Para
verificar isso, é necessdrio observar em que situa¢do di/dt > 0 no modelo (2.2),
ou seja, em que situag@o o nimero de individuos infectados aumentara. Considere
a taxa bdsica de reproducao definida por

g

Ry = ——.
7+ u

(2.4)

Teorema 2.3.1 Seja (s(t),i(t)) C A solugdo de (2.2). Se Ry < 1 ou iy = 0, as
trajetorias das solugdes que iniciarem em /\ atingirdo a situacdo de erradicagdo
da doenca s = 1 ei = 0. Se Ry>1, as trajetorias das solucdoes com iy > 0
atingirdo um equilibrio endémico dado por s = 1/Ry e i = u(Ry — 1)/p.

A Figura 2.2 (a) e (b) ilustram as duas possibilidades apresentadas no Teorema
2.3.1. Se Ry < 1, o namero de infectados tende a zero (Figura 2.2(a)) e se Ry > 1,
o numero de infectados tende ao equilibrio endémico (Hethcote, 2000). O capitulo
3 apresenta uma discussao detalhada das propriedades dindmicas do modelo SIR.

No caso de um microparasita (representado pelo modelo compartimental), R,
€ melhor descrito como sendo a média do nimero de infec¢des secunddrias pro-
duzidas quando um individuo infectado € introduzido a uma popula¢do em que
todos os individuos sdo suscetiveis. A Tabela 2.1 mostra alguns valores de R,
para algumas doengas infecciosas durante algumas epidemias. Nota-se a grande
diferenca do R, entre paises ricos e pobres para a mesma doenca infecciosa.

A fracdo de individuos suscetiveis diminui quando uma infec¢ao causada por
microparasita ocorre em uma populacdo. Eventualmente, um equilibrio pode ser
atingido, quando a taxa de individuos suscetiveis que se tornam infectados € igual
a taxa de novos individuos que se tornam suscetiveis. Normalmente, considera-se
o crescimento da populagdo de suscetiveis apenas devido aos recém-nascidos, mas
também pode-se incorporar no modelo a imigra¢do ou perda de imunidade. No
equilibrio, cada infeccdo produz em média uma segunda infecco; isto €, a taxa de
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Figura 2.2: Plano de fases do modelo SIR
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Plano de fases do modelo SIR para as duas situacdes apresentadas no Teorema
2.3.1. Os pardmetros comuns da simulagdo sdo: u = 1/60, v = 1/3. As
condigdes iniciais foram escolhidas dentro da area triangular A. (a) Situagéo
de erradicacdo da doenca: 3 = 0,175 e Ry = 0,5. (b) Equilibrio endémico:
8 =1,05e Ry = 3.

Tabela 2.1: Estimativas de R para algumas epidemias.

Valores estimados da taxa bésica de reproducgdo, Ry, para alguns tipos de do-
encas infecciosas durante algumas epidemias (Anderson e May, 1992, p.70).

Doenca Localizaciio Geogrifica | Periodo | Ry
Sarampo Reino Unido 1950-68 | 16-18
Ontario, Canada 1912-13 | 11-12
Rubéola Reino Unido 1960-70 | 6-7
Polonia 1970-7 | 11-12
Gambia 1976 15-16
Poliomielite | Estados Unidos 1955 5-6
Holanda 1960 6-7
HIV (Tipo 1) | Reino Unido 1981-5 | 2-5
(Homossexuais masculinos)
Nairobi, Kénia 1981-5 11-12
(Prostitutas)
Kampala, Uganda 1985-7 | 10-11
(Heterossexuais)
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reproducdo efetiva do parasita é R, = 1. Se for assumido a mistura homogénea da
populagio dos hospedeiros, ! 0 nimero de infec¢des secunddrias produzidas por
um individuo infectado € linearmente proporcional a probabilidade de contatos
entre um individuo infectado e um individuo suscetivel. Nesse sentido, a taxa de
reproducdo efetiva pode ser expressa por R, = Rys¢, em que sy € a parcela de
individuos suscetiveis da populagdo. Desse modo, no equilibrio, R, = 1, tem-se
a relacdo:

Rosg =1. (2.5)

A equacgdo (2.5) tem importantes aplicacdes nos estudos epidemioldgicos e
ecoldgicos. Destaca-se que 7y ndo € mensurdvel diretamente a partir de dados.
Esse indice envolve questdes econdmicas, genéticas, sociais, € mesmo para esse
caso, que se pode ter uma estimava a partir do momento em que se obtém Sg, a
consideracdo de que o sistema € homogéneo foi levada em conta, o que nao é
possivel em vdrias situagdes.

Em algumas situacdes € relevante que os parametros das equacdes em (2.1) e
(2.2) sejam dependentes da idade a. Isso parece evidente em doengas como o sa-
rampo em que a taxa de infec¢do € muito maior em criangas, tanto pelo acréscimo
de contato que elas estdo sujeitas nas escolas, bem como em média, terem desen-
volvido menos imunidade do que os adultos. Por outro lado, Earn et al. (2000)
observaram que modelos SEIR (Suscetivel-Exposto-Infectado-Recuperado) com
taxa de transmissdo variante no tempo comportam-se de modo praticamente idén-
tico aos modelos estruturados por idade. Isso indica que a sazonalidade da taxa de
transmissdo € mais importante do que explicitar heterogeneidade na transmissao
(Earn et al., 2000). Neste trabalho, os modelos estruturados por idade ndo serdo
levados em conta.

Outros compartimentos podem ser adicionados, tais como periodo de laténcia
e incubacdo. Hethcote (2000) traz uma ampla discussdo desse tema, apresentando
um dos mais gerais modelos de compartimento presentes na literatura, o MSEIR,
que abrange a imunidade passiva adquirida pela mae (M), individuos suscetiveis
(S), expostos (E), infectados (I) e recuperados (R). A caracteristica essencial des-
tes modelos compartimentais, entretanto, é o fato de ndo se levar em conta a seve-
ridade da doenga no individuo, ou seja, ndo importa a gravidade da doenga, suas
caracteristicas nutricionais, heranga genética, os individuos sdo tratados por uma
abstracdo da média do grau de imunidade ou infec¢do. A seguir é apresentada
uma lista de alguns modelos encontrados na literatura que fazem uso da estratégia
de dividir a populacdo em compartimentos:

e SIR: suscetivel, infectado e recuperado (Satsuma et al., 2004; Korobeinikov

1%Quando se considera que em média, cada individuo de uma populagio tem as mesmas propri-
edades epidemioldgicas, diz-se que essa populagdo ¢ homogénea (Hethcote, 2000; Coutinho et al.,
1999). O modelo proposto no capitulo 4
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e Wake, 2002; Lu et al., 2002; Newman, 2002; Lloyd, 2001; Rinaldi et al.,
2001; Hethcote, 2000; Stone et al., 2000; Allen, 1994);

e SI: suscetivel e infectado (Allen, 1994);

e SIS: suscetivel, infectado e suscetivel (Moghadas, 2004; Zhou e Liu, 2003;
Pastor-Satorras e Vespignani, 2001; Blount et al., 1997).

e SIRS: suscetivel, infectado, recuperado e suscetivel (Aiello e da Silva, 2003;
Korobeinikov e Wake, 2002; Ghosh et al., 1996);

e SVI: suscetivel, vacinado e infectado (Moghadas, 2004);

e SEIR: suscetivel, exposto, infectado e recuperado (Moghadas, 2004; Gre-
enman et al., 2004; Earn et al., 2002; d’Onofrio, 2002; Earn et al., 2000;
Hethcote, 2000; Coutinho et al., 1999; Rhodes et al., 1997; Li e Muldow-
ney, 1995);

e SiV: suscetivel, infectado e vacinado (Zhou e Liu, 2003);

o TSIR: Time-series SIR model. Versao estocéstica do SIR (Bjornstad et al.,
2002; Grenfell et al., 2002; Finkenstadt e Grenfell, 2000).

Encontra-se também varia¢des do modelo SIR para atender a demandas espe-
cificas. Por exemplo, Huang e Villasana (2005) incorporaram termos que levam
em conta as politicas de preven¢do e a transmissdo da doenga por meio do compar-
tilhamento de seringas e transfusdao de sangue para modelar a epidemia da AIDS.
Piqueira et al. (2005) elaboraram o modelo SAIR (suscetivel-antidoto-infectado-
recuperado) para investigar a propagacao de virus em redes de computador. Nesse
modelo, a categoria Antidoto designa os computadores que possuem programas de
anti-virus eficientes.

Além da distin¢do entre hospedeiros infectados e imunes, é importante com-
preender as fases da infeccdo da doenca. A Figura 2.3 mostra a relacdo entre os
periodos de incubagdo, laténcia e infectante para um microparasita hipotético. O
periodo a partir do instante de infeccdo ao aparecimento de sintomas da doenca
€ denominado de incubagdo. A duracdo dos sintomas da doenga nio € necessa-
riamente sincronizada com o periodo em que o individuo € infectante, ou seja,
o periodo em que o individuo € capaz de infectar outros individuos suscetiveis.
Além disso, um hospedeiro pode estar infectado, mas ainda ndo ser infectante. O
periodo em que o individuo se tornou infectado ao inicio do periodo infectante
¢ denominado laténcia. Com respeito ao aspecto ecoldgico da transmissdo do
parasita, a soma do periodo medido de laténcia ao periodo médio de infeccdo é
comumente denotada como o tempo de geracdo médio da infecgdo.
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Figura 2.3: Distin¢do de periodo de incubagao, laténcia e infectante.

Diagrama da relacio entre os periodos de incubacio, laténcia e infectante para
um microparasita hipotético. Observe que o periodo de infectante e a duragdo
dos sintomas da doenca néo sdo necessariamente sincronizados.

2.3.1 Transmissao Direta e Indireta

As idéias discutidas até o momento podem ser consideradas independentes dos
mecanismos de transmissdo. A Figura 2.4 mostra dois tipos de transmissdo: direta
e indireta.

Na transmissao direta, indicada na Figura 2.4(a), os estdgios de transmissao do
parasita passam diretamente de um hospedeiro para um outro hospedeiro. Alguns
parasitas, incluindo vérios virus e bactérias, passam pelo contato direto entre hos-
pedeiros ou pelo ar. Para a transmissdo direta, os vdrios fatores que influenciam a
taxa bésica de reproducdo sido agrupados em um fator de transmissao geral, 77. A
gripe e AIDS s@o exemplos de doencas com transmissdo direta.

Quando a transmissao € indireta, como ilustrado na Figura 2.4(b), o parasita
passa através de uma ou mais espécies intermedidrias de hospedeiros a fim de
completar seu ciclo de vida. Em casos simples, como indicado na Figura 2.4(b),
a taxa basica de reproducdo serd o produto de fatores envolvidos na transmissao
entre os hospedeiros definitivos e os intermedidrios, 7, e em seguida, dos hos-
pedeiros intermedidrios para os hospedeiros definitivos, 75. A maldria, dengue e
esquitossomose sdo exemplos de doencas com transmissao indireta.
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(a) Transmissao direta (b) Transmissio indireta
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Figura 2.4: Transmissdo direta e indireta.

Representacdo da transmissao direta e indireta. As quantidades 77 e T deno-
tam os parametros para o fluxo de parasitas entre os hospedeiros definitivos
e intermedidrios, 77, e entre os hospedeiros intermedidrios de volta para os
hospedeiros definitivos, 75.

2.3.2 Exemplificando o Modelo SIR

O modelo SIR (2.1) ilustra algumas idé€ias bésicas no estudo de epidemias, tais
como: i) as mudancgas que os programas de imunizagdo causam; ii) a presenca de
outras perturbagdes; e iii) servem como ponto de partida para modelos mais rea-
listicos. Normalmente, o modelo SIR € estudado sob dois aspectos. O primeiro
refere-se a teoria matematica da epidemia que essencialmente concentra-se no es-
tudo da introduc¢do de individuos infectados em uma populacao de grande nimero
de suscetiveis. O segundo aspecto estd relacionado ao comportamento endémico
no equilibrio ou préximo ao equilibrio.

A Figura 2.5 mostra uma solu¢do do modelo (2.1), ao longo de uma faixa
de tempo suficientemente grande para mostrar as fases epidémicas e endémicas.
Os parametros foram arbitrados de modo a permitir a visualizacio em uma es-
cala linear: 8 = 50, v = 10 ano~' e u = 1/70 ano~! e uma populagio de 1
milhdo. Por intermédio de (2.4) e (2.5), tem-se R, = 5. O decrescimento repen-
tino na densidade de suscetiveis corresponde a epidemia classica. O microparasita
(predador) encontra uma populacao suscetivel (presa) super-abundante; o nivel de
infeccdo cresce rapidamente; o nimero de infectados cresce rapidamente, levando
o ndmero de suscetiveis a um nivel inferior ao equilibrio em estado permanente
(st = 1/Ry). Nesse exemplo, a oscilagdo é amortecida até que s(t) estabiliza-se
em seu valor endémico de sy = 1/Ry = 0,2, ou seja, S¢ = 200000, pondo fim a
fase epidémica.

Na Figura 2.5 a fase epidémica € substituida pela fase endémica e o que se
observa € que o rapido decrescimento seguido de um lento crescimento no nimero
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de suscetiveis € substituido por um padrao senoidal ligeiramente amortecido em
torno do ponto de equilibrio. O periodo dessa oscilagdo pode se expresso por
(Anderson e May, 1992, p. 127):

T, =~ 2nvV AD, (2.6)

em que A = 1/(Ryu) representa a idade média em que individuo é infectado na
fase endémica e D = 1/v é a duragdo da infecgdo.

1000000

750000

500000

Suscetiveis

250000

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tempo (ano)

Figura 2.5: Modelo SIR — Exemplo 1.

Ilustracdo da relacdo entre as fases epidémicas e endémicas de uma doenga
infecciosa, conforme modelo SIR (2.1). Nesse simples exemplo, as oscila-
¢des sdo amortecidas com o tempo e o nimero de suscetiveis tende ao va-
lor endémico de 1/Ry. Os parAmetros demogréficos e epidemiolégicos séo:
v=10ano™!, u =1/70 ano~!, 3 = 5e N = 1000000. Rotina: sir.m.

Para dar mais um exemplo do comportamento do modelo SIR, considere um
sistema com os seguintes pardmetros: v = 1/3 dias™!, yu = 1/60 dias™!, 3 =
1,05 dias™*, N = 1 x 10°, cujos dados foram retirados de (Hethcote, 2000). A
expectativa de vida foi considerada baixa para ilustrar o efeito de amortecimento
que o modelo SIR pode apresentar, conforme exibido na Figura 2.6.
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Figura 2.6: Modelo SIR — Exemplo 2.

Ilustragcdo da relagdo entre as fases epidémicas e endémicas de uma doenga
infecciosa, conforme modelo SIR (2.1). A fase endémica comeca em torno do
dia 200, quando ndio mais se observa oscilagdes. v = 1/3 dias™!, u = 1/60
dias™!, 3 = 1,05 dias™ !, N =1 x 10°. Rotina: sir.m.

2.3.3 Consideracoes sobre o Modelo SIR

O modelo SIR (2.1) ndo compreende todos os fatores biologicos envolvidos na
interagdo entre hospedeiros e microparasitas. A seguir sdo listados alguns fatores
bioldgicos relevantes na andlise de sistemas epidemioldgicos:

e Classe latente: outras classes de hospedeiros podem ser acrescentadas no
modelo compartimental. Uma classe normalmente adicionada € a classe
latente que representa os individuos que estdo infectados mas ndo sao in-
fecciosos.

e Anticorpos maternais: anticorpos maternais podem proteger recém-nascidos
por um periodo de 3 a 9 meses. Essa caracteristica pode ser vista como um
atraso puro de tempo na transicdo entre recém-nascidos e suscetiveis.

e Transmissdo vertical: em certas infeccdes pode haver a transmissao vertical
que consiste na transmissdo da doenca da mae diretamente para o filho,
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durante o periodo de gestacdo. Korobeinikov e Wake (2002) mostram uma
forma de inserir a transmissdo vertical em um modelo SIR. Nesse trabalho,
o crescimento de infectados é dado por 5SI/N + vi, em que v € a taxa de
novos individuos que adquiriram a doenc¢a da mae.

Separacdo de sexos: certas doengas sao melhor descritas quando se faz uma
distin¢do entre os sexos: S;,1;,R; com ¢ = 1,2.

Recuperagdo: a taxa de recuperagdo, v € usualmente tratada como uma
constante independente da idade, e D = 1/v representa a duragdo da do-
enca. Pode-se tratar esse indice de duas formas: exponencialmente ou apre-
sentando uma descontinuidade em uma determinada idade. No primeiro
caso, a incidéncia de infeccdo reduz-se (ou aumenta) exponencialmente
com o aumento da idade. Na segunda abordagem, a incidéncia de infec-
tados acontece até uma idade critica.

Perda de imunidade: o modelo (2.1) assume que a imunidade, uma vez
adquirida, é por toda a vida. A perda da imunidade pode ser incluida no
modelo bdsico em termos de taxa de transi¢do entre a classe imune e a
classe de suscetiveis.

Mortalidade natural: a taxa de mortalidade d assume que a probabilidade
de um individuo sobreviver até uma idade a decresce exponencialmente
com a (esse tipo de consideracdo € chamada de Sobrevivéncia do Tipo II).
Para humanos, principalmente em paises desenvolvidos uma aproximagao
melhor € considerar que cada individuo vive até uma idade L, e logo apds
essa idade morre (Sobrevivéncia do Tipo I) (Anderson e May, 1992).

Transmissdo: a forca da infecgdo A é a taxa per capta de aquisicdo de in-
feccdo. Como conseqiiéncia, A\(t)At representa a probabilidade que uma
pessoa suscetivel seja infectada no intervalo de tempo At. As vezes, A pode
ser deduzido diretamente ou indiretamente de dados epidemiolégicos. Em
outros contextos, € interessante associar A\, mesmo que de modo linear, ao
numero total de infectados:

A= ﬁ/oo I(a,t)da, (2.7)
0

em que 3 é o parametro de transmissao, que combina fatores epidemiol6gi-
cos, ambientais e s6cio-econdmicos.

Sazonalidade: vérios microparasitas apresentam caracteristicas sazonais na
transmissdo. Tais caracteristicas derivam de efeitos da temperatura, umi-
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dade, aspectos sociais, entre outros. Um exemplo comum € o periodo esco-
lar, que coloca um enorme nimero de criancas em contato umas com outras
(Bauch e Earn, 2003; Bjornstad et al., 2002; Lloyd, 2001; Hethcote, 2000).

e Estado nutricional: os indices de mortalidade, taxa de recuperacao, trans-
missdo, perda de imunidade sdo amplamente influenciados pelo estado nu-
tricional do hospedeiro. Um individuo em condi¢do miserdvel, quando
comparado com um individuo em boas condi¢des alimentares, possui uma
probabilidade muito maior de adquirir uma doenca infecciosa e apresenta
uma resposta mais lenta e menos efetiva do sistema imunolégico, além de
taxas mais elevadas de morte causadas pelas doencas (Earn et al., 2002).

e Mistura homogénea: um dos fatores mais questiondveis no modelo (2.1) éa
consideragdo de que cada par de individuos tem a mesma probabilidade de
estar em contato (Anderson e May, 1992; Murray, 1993). Em particular, se
A for expresso por (2.7), novas infec¢des aparecem a uma taxa que depende
apenas do produto do nimero total de suscetiveis e infectados, 3S1. Tes-
tes usando dados epidemioldgicos, entretanto, mostram fortes evidéncias de
niao-homogeneidades associadas a diferencas entre idades, localizacdo ge-
ogréfica, fatores sociais e culturais, caracteristicas genéticas, entre outros
fatores.

e Evidéncia empirica para ndo-homogeneidade: a consideracdo da mistura
homogénea leva a predi¢des imprecisas quando a doenga em estudo tem a
taxa de transmissao altamente ligada com a idade. Esse € o caso do sarampo,
em que a taxa de transmissao € muito maior para individuos entre 5 e 15
anos.

e Doencas sexualmente transmissiveis: a heterogeneidade no grau de ativi-
dade sexual em uma populagdo deve ser considerada para uma compreensao
mais efetiva das doencas sexualmente transmissiveis. Para isso foi desen-
volvido o conceito de super-transmissores, que sao grupos de pessoas den-
tro da populag@o que possuem uma taxa de transmissdo muito mais elevada
do que os demais. Recentemente, doengas sexualmente transmissiveis sao
estudadas usando-se o conceito de redes sociais (Newman, 2002; Pastor-
Satorras e Vespignani, 2001).

e Heterogeneidade espacial: essa é uma caracteristica muito importante na
dinamica espacial de doencas infecciosas, particularmente no projeto de
programas de vacinag¢do. Foi observado que determinadas doengas infecci-
osas possuem taxas de transmissdo com alta variabilidade em regides geo-
graficas diferentes, mesmo dentro de um mesmo pais (Grenfell et al., 2001).
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2.4 Classes de Modelos

Hurd e Kaneene (1993) desenvolveram um método de classificacdo da epidemi-
ologia que possibilita uma visdo geral da drea, baseada em seis caracteristicas
principais (Hurd e Kaneene, 1993): (1) a perspectiva causal do modelo; (2) como
o modelo leva em conta o acaso; (3) perspectiva de aplicacdo; (4) tratamento ma-
tematico do tempo; (5) tratamento computacional dos individuos; (6) método de
determinacdo da solucdo. Neste trabalho, inclui-se o uso de informagdo auxiliar
como uma nova categoria. Cada uma destas caracteristicas pode assumir dois
valores, conforme visto na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Classificacdo de modelos epidemiolégicos

Classificagdo de modelos epidemioldgicos proposta por (Hurd e Kaneene,
1993). Os blocos em destaque foram categorias acrescentadas neste trabalho.

A perspectiva causal parte da premissa que todo efeito pressupde uma causa.
O pesquisador, por intermédio de associacoes, pode encontrar a relacdo de cau-
salidade sem o conhecimento prévio do processo que conduz o fendmeno em
observacdo. Quando hd interesse em explicar o fendmeno por meio de hip6teses
tomadas como premissas, deve-se utilizar a estratégia de processo.
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Quanto ao modo de tratar o acaso, um modelo pode ser estocdstico ou deter-
ministico. No primeiro caso, o modelo inclui varidveis estocésticas, conferindo ao
sistema uma determinada distribui¢do probabilistica (Spiegel, 1971). Essa abor-
dagem incorpora a incerteza, que para alguns autores € intrinsecos aos sistemas
epidemioldgicos (Alonso, 2004; Bjornstad et al., 2002; Grenfell et al., 2002). Mo-
delos deterministicos, por outro lado, fornecem o mesmo resultado toda vez que
forem simulados com as mesmas condi¢des iniciais. Modelos deterministicos sao
adequados para verificar a sensibilidade do sistema a variacdo de certos parame-
tros (Diekmann et al., 1998).

Ao levar em conta a aplicacdo, tem-se os seguintes tipos de modelos. Mode-
los estruturais sao usados para modelar os mecanismos de transmissdo da doenca.
Modelos funcionais sdo usados para avaliar aspectos quantitativos do processo
e fazem uso de andlises estatisticas. Como serd visto em seguida, essa classifi-
cacdo € ligeiramente semelhante a nova categoria proposta neste trabalho, o uso
de informagdo auxiliar (Nepomuceno et al., 2005a, 2004, 2003b; Nepomuceno,
2002).

A préxima caracteristica de um modelo esta relacionada com o tratamento
matematico do tempo. Um modelo € discreto ou continuo. Modelos discretos
dividem o tempo em unidades geralmente de duracdo igual e empregam equagdes
de diferenca (Satsuma et al., 2004; Finkenstadt e Grenfell, 2000; Allen, 1994).
Sdo modelos que permitem informar e comparar o nimero de individuos infecta-
dos a cada instante de tempo. Modelos de tempo continuo consideram o tempo
como uma varidvel continua e usam equacgdes diferenciais para expressar taxas
instantaneas de variagdo (Moghadas, 2004; Greenman et al., 2004; Earn et al.,
2002; Hethcote, 2000). Os modelos continuos sdo mais faceis de serem analisa-
dos do que os modelos discretos. Por isso, os modelos continuos sdo normalmente
empregados a principio, e em seguida, se necessdrio, utiliza-se algum método de
discretizacdo (Satsuma et al., 2004).

Quanto ao tratamento do individuo, o modelo pode ser classificado como de
entidade discreta ou entidade continua. No primeiro caso, o individuo € tratado um
a um, e o resultado de uma populacdo é a soma do comportamento de cada indivi-
duo. Esse tipo de modelo pode se tornar extremamente complexo (Balthrop et al.,
2004), mas permite que heterogeneidades na populacdo possam ser levadas em
conta. O modelo de entidade continua trata o nimero de individuos, em qualquer
estdgio, como um nudmero real, normalmente tratando a populagdo como homo-
génea (Ruan e Wang, 2003; Fulford et al., 2002). Entretanto, mesmo utilizando
equagdes continuas e o principio de acdo de massa, o uso de expoentes, na taxa de
incidéncia de individuos infectados (veja modelo (2.1)), produzindo 31*.S*2 /N,
permite levar em conta algumas caracteristicas de heterogeneidade. Para exem-
plificar, suponha 0 < a; < 1 e ay = 1. Nesse caso, um aumento de individuos
infectados diminui a taxa de infec¢do de novos infectados. Isso pode ocorrer na
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Tabela 2.2: Trés tipos de modelos para sistemas epidemioldgicos.

Trés tipos de modelos gerais de epidemiologia e respectivos exemplos. Mai-
ores detalhes podem ser encontrados em (Hurd e Kaneene, 1993), onde os
autores apresentam uma extensa lista de trabalhos abordando os modelos aqui

citados.
Tipo Exemplo ou Area de Origem
Cadeia Binomial | Greenwood
Reed-Frost
Elveback
Autdmato celular ¢
Markov

Acdo de massa | Equacdo de diferenca
Equacao diferencial
Sistémicos Teoria de redes

Teoria da difusao
Teoria de controle
Teoria de jogos
Operagdo e otimizagao.

“Esse exemplo foi incluido neste trabalho. Aplicacdo de célula automata em epidemiologia
pode ser vista em (Satsuma et al., 2004; Alves et al., 2004). Outras abordagens semelhantes
incluem: sistema de iterac@o de particulas (Krone, 2004), sistemas multi-agentes (Gordon, 2003)
e modelos baseados em individuos (Keeling e Grenfell, 2000; Grimm, 1999; Lomnicki, 1999).
Esse tltimo exemplo serd investigado no capitulo 4.

disseminacdo do virus da artrite encefalite caprina (Pinheiro et al., 2001), em que
os individuos infectados perdem mobilidade, e portanto diminuem a taxa de con-
tato com outros individuos suscetiveis. Em modelos deterministicos, o principio
de ag¢do de massa também € criticado por induzir a afirmagdo de que a probabili-
dade de dois individuos possuirem repetidos contatos € praticamente nula. Essa
afirmacao, entretanto, nao € observada empiricamente (Diekmann et al., 1998).

As solugdes dos modelos podem ser obtidas analiticamente ou por métodos
numéricos. Solucdes analiticas sdo encontradas por meio de relacdes explicitas
entre as varidveis de interesse. As solu¢des numéricas, por sua vez, sao encontra-
das usando-se substituicdes numéricas e apresentam como principal desvantagem
a precisdo e convergéncia dependentes do passo de integracdo. Em (Moghadas e
Gumel, 2003), os autores apresentam uma interessante discussao a esse respeito,
mostrando para que limites de passo de integragdo a solucdo converge. De um
modo geral, solucdes analiticas sdo preferenciais. Quando ndo for possivel obté-
las, € necessario avaliar a convergéncia e precisdo das solugdes.

O uso de informacgao auxiliar estd associado ao conhecimento de caracteris-
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ticas do processo do sistema e a constru¢do de modelos a partir de dados medi-
dos, também chamado de identificacdo de sistemas (Aguirre, 2004; Garcia, 1997;
Ljung, 1987). Caso se utilize apenas dados, o modelo serd considerado caixa-
preta. Se outras informagdes do sistema forem utilizadas adicionalmente aos da-
dos, o modelo serd caixa-cinza.

Hurd e Kaneene (1993) propdem uma outra sistemadtica para classificacdo de
modelos em epidemiologia. A Tabela 2.2 apresenta a classificacdo proposta por
esses autores, em que ha trés tipos gerais: cadeia binomial, a¢do de massa e
modelos de sistemas. Apesar dessas categorias serem um tanto quanto genéricas,
a classificacdo apresentada tem a relevancia de destacar a acao de massa e ilustrar
um variado elenco de alternativas para modelagem epidemiolégica.

2.5 Controle na Epidemiologia

O controle de epidemias é um tema amplamente estudado (Bartlett, 1957; May,
1976; Wickwire, 1977; Asachenkov et al., 1994; Finkenstadt e Grenfell, 2000;
Bjornstad et al., 2002; Grenfell et al., 2002). De modo geral, as doencas infec-
ciosas podem ser controladas por vacinacdo e por isolamento dos individuos in-
fectados (Matthews et al., 2003). O interesse em controlar uma epidemia abrange
desde a erradicagdo de doencas ao estudo de medidas de segurancga contra ataques
de bioterrorismo (Ferguson et al., 2003; Koopman, 2002).

A seguir, algumas estratégias de controle de epidemias sdo apresentadas (Fer-
guson et al., 2003). Tais estratégias podem ser utilizadas também para o con-
trole de epidemias e prevaléncia de doengas infecciosas (Kretzschmar et al., 2004;
Matthews et al., 2003; Keeling et al., 2003; Cox et al., 2003; Newman, 2003). A
implementagdo de vacinagdo ou outros programas de imunizac¢do tem dois efeitos
principais. O primeiro € o efeito direto da transmissdo de individuos da classe
suscetivel para a classe imune. O segundo, menos evidente, estd relacionado ao
enfraquecimento do poder de infeccdo, \. Uma importante conseqiiéncia do se-
gundo efeito é que nao é necessario imunizar 100% da populacao para se erradicar
a doenca. Uma vez que a vacinagdo tenha atingido um valor critico, os micropa-
rasitas serdo incapazes de manter Ry, > 1. Como na pratica € impossivel vacinar
todos os individuos de uma populagdo, essa conseqiiéncia € muito importante para
os programas de erradicacgao.

Com as consideragcdes acima, pode-se estabelecer um critério para erradicacao
de uma doenca infecciosa. Considere que a propor¢do p da populagdo foi imuni-
zada. No equilibrio, a populagao suscetivel remanescente € inferior a sy = 1 — p.
A taxa de reproducao efetiva do microparasita € entdao

R < Ro(1 —p). (2.8)
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Para que a doencga infecciosa nao se mantenha, é necessario que 12, < 1. Essa
consideracgdo leva a propor¢do critica da populacao a ser imunizada para atingir-se
a erradicagio: !

pe =1 — (1/Ro). (2.9)

Considerando os dados da Tabela 2.1, estima-se que para a erradica¢do da
Poliomielite nos Estados Unidos em 1955 seria necessario vacinar 80% da popu-
lagdo. Enquanto para erradicar o sarampo '?> no Reino Unido na década de 1960
seria necessdrio vacinar aproximadamente 95% da populacdo. 1

O inicio de um programa de imunizagao pode ser visto como uma perturbagao
ao sistema hospedeiro—parasita. A imunizacdo pode provocar oscilagdes, ou seja,
a incidéncia de infec¢do nao decrescerd suave e monotonicamente a um ponto de
equilibrio, inferior ao anterior, ou a zero (caso a erradicacdo seja atendida).

Para ilustrar a dindmica que ocorre apds a imunizag¢ao, serd analisado o efeito
da imunizacdo no modelo SIR (2.1). No instante ¢ = 0, o programa de controle é
introduzido e imuniza a proporcao p da populacdo. O efeito da imunizacdo pode
ser analisado com uma diminui¢do do nimero de individuos que podem se tornar
suscetiveis. Considerando que p € [0,1], basta levar em conta a a¢do da vacinagdo
que torna individuos suscetiveis em individuos recuperados a uma taxa puN. O
modelo resultante é

dS/dt = puN —puN —pS — BIS/N, S(0) = Sy>0,

dI/dt BIS/N —~I — pul, (0) Ih>0, (2.10)
dR/dt = ~I —pR+ puN, (0) = Ry>0,

oo Wy

em que p € a propor¢do de individuos infectados, /N é o nimero total de indivi-
duos, 3 € a taxa de transmissdo, y € taxa de novos suscetiveis, sendo que para
manter a populacdo constante faz-se a taxa de mortalidade d = e v € a taxa de
individuos infectados que sdo recuperados.

Para verificar o efeito da acdo da imunizagao, simulou-se uma campanha de
vacinagdo na populacido com as caracteristicas demogréficas e epidemioldgicas:
N = 2 x 10° (uma cidade do porte de Belo Horizonte), p = 1/70 ano™1; v =

Kribs-Zaleta e Velasco-Hernandez (2000) afirmam que para um modelo SIS bidimensional
que leva em conta o acoplamento entre duas populacdes, reduzir R a valores inferiores a um, nao
garante a erradicacdo da doenga.

120 sarampo ainda nio foi erradicado e infelizmente, segundo Hethcote (2000), com a vacina-
c¢do atual, que contempla cerca de 72%, essa doenca nio sera erradicada nos préximos anos.

13Moghadas (2004) afirma que a redugio de R para valores menores que a unidade ndo garante
a erradicacdo da doenga. Esse resultado diverge de varios trabalhos existentes na literatura (Heth-
cote, 2000; Anderson e May, 1992). Os argumentos de Moghadas aparentemente sdo bastante
convincentes, pois de modo diferente que seus antecessores procura verificar a estabilidade de
pontos fixos do sistema globalmente por meio do indice de Poincaré (Monteiro, 2002; Moghadas,
2004).
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24 ano~'; B = 408,24 ano~'; e por conseguinte Ry = 17. Os valores de Ry e
v s@o correspondentes aos valores obtidos para sarampo no periodo de 1950-60
(Anderson e May, 1992, p.70).

O sistema foi simulado por meio do modelo (2.10). A vacinagdao comega no
instante £ = 10 anos. Trés surtos de epidemia ocorrem para? < 10, como ilustrado
na Figura 2.8. Duas situacdes estdo mostradas: o sistema sem vacinagdo (p = 0)
e com uma taxa de vacinagdo de p = 0,85. No primeiro caso, o sistema ficard
estavel em um ponto de equilibrio endémico, com nimero constante de infectados
igual a 1140. No segundo caso, os surtos diminuiram muito, mas esse valor ainda
ndo € suficiente para erradicar a doenga, sendo que o valor em que o nimero de
infectados se estabiliza é aproximadamente igual a 100 casos '“. E interessante
notar que imunizando 85% da populacdo ocorre uma significativa mudanga na
periodicidade das epidemias durante o periodo transitério, ou no periodo inter-
epidémico. Apenas para os valores acima de 94,1% de imunizagdo € que a doenca,
nesse exemplo, seria erradicada, conforme equagdo (2.9).

A vacinagdo conforme proposta em (2.10) implica na vacina¢ao dos individuos
suscetiveis em tempo continuo, o que economicamente, socialmente e logistica-
mente € impraticidvel. Apesar desse fato, o estudo tedrico da vacinagdo em modo
continuo € relevante (Satsuma et al., 2004; Bjornstad et al., 2002). A vacinacio
deve ocorrer em certos periodos pré-determinados e levar em conta aspectos finan-
ceiros e logisticos. A proxima secao apresenta uma breve revisao bibliografica das
técnicas de controle empregadas na epidemiologia.

2.5.1 Principais Técnicas

De um modo geral as principais técnicas de controle de epidemia baseiam-se em
imunizacdo (vacinag@o) ou isolamento dos individuos infectados. Tais técnicas
sdao também estudadas para garantir seguranca contra ataques bioterroristas. Fer-
guson et al. (2003) apresentam uma lista de estratégias de controles, resumidas a
seguir:

e [solamento/Quarentena: quarentena e isolamento de suspeitos e casos con-
firmados. Essa estratégia foi usada, por exemplo, no controle da SARS
(Severe Acute Respiratory Syndrome) (Lipsitch et al., 2003; Riley et al.,
2003).

— Pros: se o isolamento for adequado, esse método € altamente eficiente.

— Contras: instalagdes para o isolamento e medidas compulsdrias sdo
necessarias.

“No capitulo 4, serd mostrado que existe uma probabilidade niio nula para a erradicacdo da
doenga, mesmo em situa¢des como essa.
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Figura 2.8: Dinamica ap6s vacina¢do do modelo SIR

Dinamica do modelo SIR com aplica¢do de vacinag@o. Duas situacdes sdo
analisadas: p = 0 e p = 0,85. Os demais pardmetros sio: N = 2 x 106
(uma cidade do porte de Belo Horizonte), u = 1/70 ano™!; v =24 ano™!;
B = 408,24 ano~!; e por conseguinte Ry = 17. Ver discussio no texto.
Rotina: sirv.m.

e Restricdo de movimentos: quarentena das vizinhancas de um infectado.

— Pros: uso potencial para conter pequenas epidemias. Foi usado na
epidemia da gripe asiatica.

— Contras: deve-se também vacinar, para evitar maiores epidemias. O
controle € dificil e coercivo.

e Vacinagdo em anel: vacina-se todos que tem contato com um infectado.

— Prds: minimiza o uso de vacina, e dessa forma, a mortalidade devido
a efeitos colaterais.
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— Contras: contatos precisam ser encontrados rapidamente. O rastrea-
mento precisa ser efetivo.

e Vacinagdo objetiva: determina-se uma drea especifica de vacinacao.

— Pros: altamente efetiva durante a campanha de erradicagdo.

— Contras: risco da epidemia ocorrer em dreas ndo cobertas pela vaci-
nagdo.

e Vacinagcdo em massa: vacinagao de uma populacao inteira.

— Pros: efetiva em parar a proliferacao da doenca.

— Contras: grande nimero de individuos precisa ser vacinado.
e Vacinagdo Profildtica: a vacinacdo deve ocorrer antes da epidemia.

— Pros: efetiva no combate a proliferacdo em larga escala.

— Contras: alto custo financeiro e continuo efeito colateral se for usada
na maioria da populacao.

Os trabalhos (Gersovitz e Hammer, 2004; Matthews et al., 2003; Souza et al.,
2000; Clancy, 1999; Blount et al., 1997) partem de modelos compartimentais e es-
tdo preocupados em otimizar a agio de controle, seja para reduzir o tempo gasto
para erradicar a doenca, seja para diminuir os custos associados a propria acao de
controle (vacinacdo) e nimero de infectados. No restante desta se¢do, apresenta-
se uma breve lista de alguns trabalhos que aplicam técnicas de controle ao pro-
blema de doencgas infecciosas.

Earn et al. (1998) estudam como determinadas espécies persistem enquanto
outras sdo extintas. Esse trabalho € relevante no cendrio da epidemiologia, pois
pode-se relacionar agentes infectantes e hospedeiros como espécies em competi-
¢do. Os autores apresentam uma discussao da associacao entre caos e persisténcia
de doencas infecciosas, mas sem mostrar fortes argumentos para tanto. Uma ques-
tdo apresentada sobre o aumento da taxa de vacinacdo € que acima de um deter-
minado valor, a vacinagdo obtém 7y < 1. Entretanto, os autores afirmam que em
situacdes onde ha acoplamento entre populagcdes de cidades por meio de migra-
¢do, a obtencdo de Ry < 1 nado garante erradicacdo da doenca. Nesse trabalho, o
uso de pulsos (campanhas) periddicas de vacinacdo em massa (veja referéncias em
(Earn et al., 1998) e também nos trabalhos (Zhou e Liu, 2003; d’Onofrio, 2002;
Lu et al., 2002; Stone et al., 2000) € apresentada como solu¢do promissora.

Ha vaérios trabalhos em que se procura caos em sistemas epidemioldgicos
(Upadhyay et al., 1998; Upadhyay e Rai, 1997). Aparentemente essa € uma ques-
tao ainda sem uma resposta conclusiva. Sugihara, em dois de seus trabalhos (Su-
gihara, 1994; Sugihara e May, 1990) aponta um mecanismo baseado na predicao
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de séries temporais para verificacdo de caos. A partir de um modelo ndo-linear
da série, observa-se a variacdo do erro de estimagdo. Caso esse erro ndo seja de-
pendente do tempo, a série estd mais associada a flutuagdes de origem aleatoria.
Se por outro lado, a série possuir dependéncia temporal no erro de estimagao,
Sugihara afirma que esse € um forte indicio de que a série é cadtica. Essa me-
todologia, apesar de bastante citada na literatura, apresenta um sério problema
na identificacdo do modelo. Séries temporais epidemioldgicas normalmente pos-
suem poucos dados e incertezas associadas a erros de medic¢ao, tornando muito
dificil a identificacio de um modelo. Por outro lado, ha autores, como Alonso
(2004), que defendem a natureza estocéstica dos processos epidemioldgicos, ao
invés de caos. Evidéncias empiricas de caos em sistemas populacionais foram
obtidas por Cushing et al. (2003) que, apesar das diferencas com os sistemas epi-
demioldgicas, reforca a procura por caos.

Apesar de ndo se saber ao certo se sistemas epidemioldgicos apresentam caos,
essa discussdo € relevante por dois aspectos. Primeiro, o controle de caos € uma
area de grande interesse na comunidade cientifica, com estratégias bem desenvol-
vidas e utilizadas (Ott et al., 1990; Rai e Upadhyay, 2004; Cushing et al., 2003;
Macau e Grebogi, 2002; Blasius e Stone, 2000). Caso seja confirmada a presenca
de caos em sistemas epidemioldgicos, o controle de doencgas infecciosas poderia
ser feito utilizando técnicas como a OGY (Ott et al., 1990). Em segundo lugar, a
presenca de caos é sugerida como um fator para a prevencio de extingdo global
de populagdes, permitindo a prevaléncia de doencas infecciosas (a populacdo de
virus ndo seria extinta, na presenca de caos e na auséncia de alguma acao efetiva
de controle), como € sugerido em outros trabalhos (Keeling e Grenfell, 2002a;
Gamarra et al., 2001; Earn et al., 1998; Keeling e Grenfell, 1997).

Uma revisdo das aplicagdes de teoria de controle em epidemiologia pode ser
encontrada nos trabalhos (Behncke, 2000) e (Wickwire, 1977). O controle étimo
também € utilizado no tratamento da AIDS, caso em que dosagens dos remédios
sdo otimizadas (Felippe de Souza et al., 1999; Caetano e Yoneyama, 2002). Ger-
sovitz e Hammer (2004) trazem um rigoroso estudo sobre controle 6timo aplicado
em epidemiologia, tracando a relevancia para os aspectos econdmicos e em (Fe-
lippe de Souza e Yoneyama, 1994) os autores apresentam um estudo envolvendo
custos de campanha de conscientizacao e seus resultados, aspecto mais abstrato do
controle de epidemias, que mesmo pela sua dificuldade intrinseca merece atengao.

Blount et al. (1997) apresentam uma estratégia de controle 6timo para um mo-
delo SIS discreto e deterministico. Os autores apresentam o modelo SIS na sua
forma discreta. Eles também usam a fun¢do round (arredondar) para que o nu-
mero de individuos suscetiveis e infectados sejam numeros inteiros. As equagoes
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obtidas por esta estratégia sdo:
It - N - St

Y = Round(

—ﬁ(“t)ltst> , @2.11)

N-1
SpY = Round(71ly),
Sty = Se— L'V + 577,

em que S e [ representam os individuos suscetiveis e infectados; o indice ¢ repre-
senta um instante determinado; 7 € a taxa de recuperacao de individuos infectados.
O indice "*V indica o nimero de novos suscetiveis e infectados entre o instante ¢
et + 1. Como a acdo de controle diminui a taxa de transmissdo, Blount et al.
associaram (3 a a¢@o de controle, tornando 3(u;). Em seguida, a fungao custo foi
determinada levando em conta o custo por cada novo caso de infecgdo, C7 _ , e
o custo pela a¢do de controle em cada individuo infectado C, (/). Assim o custo
em ¢ pode ser expresso por:

Ct = C]new.[;lew‘i‘cu(It)ut

ﬁ(ut)jtst

= (., Round ( N1

Considerando que o custo de controle de [ aumenta, quando / tende a zero,
pode-se adotar: C,(I) = N/(I + 1), e a equacdo (2.12) ao longo de um periodo
[0,77], torna-se o custo total expresso por:

T-1

ﬂ(ut)[tst N

Chotal = E (CfnewRound ( + u | . (2.13)
— N -1 I+1

O problema de controle 6timo pode ser entdo formulado da seguinte forma:

Minu C’total (U)

T—1
sy { Zt:() Ut S Umax (214)
syjelto a
Uy € {0,1},

em que uy, para simplifica¢do, pode assumir valor O ou 1. Em (Blount et al., 1997),
os autores utilizam dois métodos para solucdo de (2.14): programac¢do ndo-linear
e programacdo dinamica.

Uma outra forma de se apresentar o controle em epidemiologia é a vacinag¢ao
por pulsos (pulse vaccination), cujo estudo tedrico foi inicializado por Agur et al.
(1993) e expandido e analisado mais profundamente em vdrios outros trabalhos
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(Zhou e Liu, 2003; d’Onofrio, 2002; Lu et al., 2002; Stone et al., 2000; Clancy,
1999; Earn et al., 1998). Clancy (1999) aplica técnicas de controle 6timo, mas
a acdo de controle é descrita sob a forma de pulsos. A formulacdo da vacina-
¢ao por pulsos € a seguinte. Considere o modelo SIR (2.1), re-escrito aqui para
comodidade do leitor. '

dS/dt = puN —pS — BIS/N,
di/dt = PIS/N —~I — ul,
dR/dt = ~I — uR.

A vacinagdo continua substitui /N em (2.1) por p(1 — p) N, conforme (2.10).
A abordagem da vacinacdo de pulsos torna a acdo de controle discreta. Consi-
derando um trem de pulsos, nos instantes (n = 1,2,3,...), o seguinte sistema &
obtido, em que R = N — S — [, foi omitido por simplificaco:

dS/dt = upuN —uS — BIS/N,

dl/dt = PIS/N —~I —pl, t#1.2,. ..,

dR/dt = ~I — uR,

S = (1-pISeo), R
In) = I(n),

R(n) = Rino)+peS(no),

em que py € a propor¢ao de individuos vacinados no instante n € Z. Imediata-
mente apos cada pulso de vacinagdo, o sistema (2.15) atinge um novo estado sem
ser afetado pela vacinagdo até que um outro pulso seja aplicado. No intervalo de
tempo entre os instantes n € n + 1, o sistema (2.15) define um problema de valor
inicial para o sistema de equacdes diferenciais. Em cada pulso discreto de tempo
t = n, as solugdes do sistema sdo alteradas da condigdo [S(n™), I(n™), R(n™)]
para [S(n), I(n), R(n)]. Zhou e Liu (2003) apresentam as condi¢des para que o
sistema (2.15) possua estabilidade global para a erradicagdo da doenca.

Por meio de (2.4) e (2.8), percebe-se que a recorréncia de novas epidemias
pode ser evitada ao garantir que

rra
g

Para atingir esse fim, a vacinagdo deve ocorrer sempre que S exceder o valor
critico S. ou com uma freqiiéncia inferior a idade de aquisi¢do da infecgdo (ver

S<8 = (2.16)

SNa formulacdo original, Agur et al. (1993) utilizaram o aumento do nimero de infectados
como sendo IS. Conforme discutido na se¢o 2.3, a taxa de transmissdo néo cresce linearmente
com a populacdo para vérias doencas infecciosas. Assim, adequou-se a formulagdo de Agur e
colaboradores, para a formulagao adotada neste trabalho.
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(Agur et al., 1993) para demonstragdo). As Figuras 2.9 e 2.10 mostram uma im-
plementacdo da técnica de vacinag¢do por pulso no mesmo modelo apresentado na
Figura 2.8. Zhou e Liu (2003) afirmam que tal procedimento € mais eficiente que
os estudos da vacinacdo por pulso ainda estdo no inicio.
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Figura 2.9: Vacinacio por pulsos — periodo constante

Vacinagdo por pulsos do modelo SIR (2.15) utilizando pulsos com intervalos
constantes e abaixo do valor critico, S, = 1,1765 x 10°. (a) Suscetiveis. (b)
Pulsos de vacinacdo com p; = 0,85 iniciados em ¢ = 10. (c) Infectados. Os
demais pardmetros sdo: N = 2 x 105, y = 1/70 ano™!; v = 24 ano™;
3 = 408,24 ano~!. Rotina: sirpv.m.

O controle de epidemias é também largamente estudado para a anélise da situ-
acdo dos paises (principalmente Estados Unidos e Europa) contra o ataque de ar-
mas bioldgicas, o chamado bioterrorismo (Ferguson et al., 2003; Koopman, 2002;
Cox et al., 2003). Nesses estudos, deseja-se avaliar a dimensdo de uma eventual
epidemia e atuar no controle corretivo (a¢ao apds a ocorréncia de uma epidemia)
e controle preventivo (a¢do na tentativa de prevenir uma epidemia) (Keeling et al.,
2003).

Um dos trabalhos que mais apresenta relagdo entre a epidemiologia e a en-
genharia € o trabalho produzido por Ghezzi e Piccardi (1997). Nesse trabalho, o
controlador PID (Proporcional, Integral, Derivativo) (Ogata, 2003; Dorf e Bishop,
2001), segundo os autores, foi empregado pela primeira vez para fins de atenu-
acdo de caos, considerado presente em sistemas epidemioldgicos. A vacinacio
€ considerada continua e simulacdes computacionais evidenciam a estabilidade
global para a situacdo livre de epidemias. Trabalhos mais recentes mostram a
estabilidade global de alguns modelos epidemiolégicos (Guihua e Zhen, 2004;
Zhou e Liu, 2003; Moghadas e Gumel, 2003; Korobeinikov e Wake, 2002). Os
autores nao mostram resultados analiticos para suas conclusdes, particularmente
na especificagdo dos parametros do controlador, que € feita graficamente. Entre-
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Figura 2.10: Vacinacgdo por pulsos — Valor Critico

Vacinagdo por pulsos do modelo SIR (2.15) utilizando pulsos com intervalos
determinados pelo valor critico, S. = 1,1765 x 10°. (a) Suscetiveis. (b)
Pulsos de vacinag@o com pg = 0,85 iniciados em ¢ = 10. (c¢) Infectados. Os
demais pardmetros sdo: N = 2 x 10%, 4 = 1/70 ano~!; v = 24 ano™!;
(3 = 408,24 ano~!. Rotina: sirpv.m.

tanto, alguns aspectos discutidos sdo interessantes: i) O controle PD € adequado
para o controle de epidemias, pois 0 seu cardter antecipativo, poderia prevenir a
ocorréncia de epidemias. Ghezzi e Piccardi (1997) também mencionam que uma
taxa constante e suficientemente alta de vacinacdo é capaz de suprimir dindmicas
cadticas em sistemas epidemioldgicos (ver também (Piccardi e Lazzaris, 1998)),
levando ao fim da epidemia. Todavia, tal estratégia pode ndo ser factivel quando
se leva em conta aspectos sociais, tais como, cobertura da vacinag¢do, que em mui-
tos casos, depende da “boa-vontade” do individuo e aspectos econdmicos, como
restricdes orcamentdrias para as campanhas de vacinagdo.

A ac¢do de controle PID pode ser também capaz de levar em conta a situacao
destacada por Ghosh et al. (1996), que menciona o fato de que individuos susceti-
veis, quando sujeitos a exposicao prolongada, podem adquirir imunidade. Dessa
forma, um sistema em malha fechada poderia reduzir a taxa de vacinagdo. Ou-
tros efeitos como: o aumento da idade média dos infectados (Yang, 2001, p.27) e
o enfraquecimento do efeito da vacina (Yang, 2001, p.33) poderiam ser também
minimizados.

Uma ultima técnica apresentada neste trabalho baseia-se nos trabalhos de Ri-
naldi e colaboradores (Rinaldi et al., 2001; Piccardi e Rinaldi, 2002, 2000; Can-
daten e Rinaldi, 2000) sobre dinamica de pico-a-pico (PPD) (peak-to-peak dyna-
mics). Em particular, Rinaldi et al. (2001) mostram como grande parte da dina-
mica de populacdo de animais pode ser caracterizada por uma PPD. A motiva¢do
de estudar PPD reside na possibilidade de se caracterizar dinamicas complexas de
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sistemas, incluindo comportamentos cadticos, por um modelo de ordem reduzida,
envolvendo apenas a varidvel de saida, mais precisamente, os picos de uma série.

Segundo Candaten e Rinaldi (2000), um sistema possui PPD se um numero
finito m (chamado de memdria) de picos passados aproximadamente determina o
préoximo pico, ou seja, se é possivel escrever

Vi1 = F(Yir - Yimmt1)s (2.17)

em que y; denota o valor de pico no instante 7; € F' é uma funcio qualquer.

Para ilustrar a PPD, considere a Figura 2.11 (a), em que os picos foram iden-
tificados para uma série epidemioldgica de sarampo. Vale ressaltar que o nimero
de pontos disponiveis € pequeno e que as conclusdes possiveis sdo comprometi-
das. Ainda que os resultados ndo possam ser conclusivos, podera ser observado,
por meio deste exemplo, a utilidade da técnica de PPD na epidemiologia.

Primeiramente levou-se em conta algumas caracteristicas do sistemas epide-
mioldgico para extracdo dos picos. Considerou-se como um pico, 0 maximo dos
valores que estejam acima da média. Para evitar picos muito préximos, estipulou-
se uma janela minima de 24 pontos (equivalente a 1 ano). Essas instru¢des foram
implementadas na rotina: ppd.m. Na Figura 2.11(b) ndo se pode observar ne-
nhum padrio entre a amplitude dos picos no instante y; € y;,1. Entretanto, ha
na literatura (Rinaldi et al., 2001; Candaten e Rinaldi, 2000) evidéncias de que
em doencas infecciosas e dindmicas populacionais exista um padrdo entre as am-
plitudes dos picos, o que possivelmente ndo foi observado devido ao pequeno
ndmero de amostras. Por outro lado, os intervalos de tempo entre os picos (Figura
2.11(c)) apresentam-se constantes. Esse fato é bastante curioso, pois apesar das
amplitudes possuirem grande variabilidade, o sistema apresenta regularidade na
ocorréncia dos picos. Na Figura 2.11(d), um outro aspecto interessante observado
¢ um provdvel crescimento do intervalo dos picos relacionado com o aumento
da amplitude dos picos no instante anterior. Isso é coerente com o principio de
acdo de massa, pois apds a ocorréncia de um grande nimero de infectados, as
presas (seres humanos) sdo reduzidas significativamente, levando a uma diminui-
cdo, em seguida, do nimero de predadores (virus). Essa hipétese também pode
ser reforcada pelo esperado comportamento humano que apds um grande perigo
tende a se proteger e a evitar o contdgio com a doenga (Earn et al., 2002). Nas
Figuras 2.11(b-d), hd também uma reta que estima a relacdo entre os pontos dos
respectivos graficos. As expressoes dessas retas estdo na legenda desta figura.

Um outro aspecto importante na PPD € a possibilidade de utilizar a informagao
dos picos para a proposicao de leis de controle, semelhante ao método OGY (Ott
et al., 1990). Essa possibilidade foi sugerida por Candaten e Rinaldi (2000) e
pretende-se em trabalhos futuros aplica-la no controle de doencas infecciosas.
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Figura 2.11: Dinamica de Pico-a-Pico (PPD) na epidemia de sarampo

Dinamica de Pico-a-Pico (PPD) na epidemia de sarampo. (a) Identificacao
de picos na epidemia de sarampo na série de nimero de casos notificados
de sarampo em Londres no periodo pré-vacinagdo. (b) Grifico do pico (y;)
versus o pico anterior y; 1. A reta ;11 = 4,78 x 1073 £ 1,02y; + (3,02 +
2,91) x 103 é uma estimativa da relagio entre os pontos deste grafico, a qual
visivelmente, estd longe de ser uma boa aproximacao. (c) Grafico do tempo
de retorno relacionando o intervalo entre os picos 7; € o proximo intervalo
entre oS picos 3;41. Areta 711 = 7,96 x 1072 40,317, + 1,84 40,60 é uma
estimativa da relacdo entre os pontos desse grafico. Desconsiderando o ponto
(0,997;1,876), que possivelmente faz parte do regime transitdrio, o intervalo
entre os picos € aparentemente constante. (d) Grafico do tempo de retorno
relacionando o valor do pico y; versus o intervalo entre de tempo entre o
pico seguinte 7;+1. A reta 7,41 = (4,39 £ 10,75) X 10~%y; + 1,88 + 0,29
€ uma estimativa entre os pontos. Nota-se que o intervalo entre os picos é
ligeiramente ampliado quando os picos sdo maiores. Rotina: ppd.m
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2.6 Conclusoes do Capitulo

O presente capitulo apresentou alguns conceitos importantes em epidemiologia.
Inicialmente foi apresentado um breve histérico da epidemiologia e a inser¢do da
matemadtica objetivando criar modelos eficientes das dindmicas de transmissdo e
controle de doencas infecciosas. Em seguida, os conceitos basicos de epidemiolo-
gia foram abordados, dando €nfase a taxa de reproducdo, Iy, indice que expressa
a for¢a de uma doenga infecciosa.

Com base nos fundamentos da epidemiologia e na utiliza¢do de compartimen-
tos para produzir novos modelos, uma metodologia de classificacio da modela-
gem matematica foi apresentada (Hurd e Kaneene, 1993). (Wickwire, 1977) € um
dos primeiros trabalhos de relevancia que mostra a teoria de controle aplicada em
epidemiologia. Recentemente, a vacinagdo por pulsos, o controle da dindmica de
pico-a-pico, modelos estocdsticos e a necessidade de se levar em conta aspectos
econdmicos e sociais estdo entre os topicos mais estudados na literatura.






Capitulo 3
Analise da Dinamica do Modelo SIR

“O que sabemos é uma gota, o que ndo sabemos é um oceano.”

Isaac Newton

3.1 Introducao

Neste capitulo, a dinAmica ! do modelo SIR (Satsuma et al., 2004; Bjornstad et al.,
2002; Korobeinikov e Wake, 2002; Lu et al., 2002; Hethcote, 2000; Allen, 1994
Anderson e May, 1992) ¢é analisada por meio da estabilidade de pontos fixos e
bifurcacdo > (Monteiro, 2002; Fiedler-Ferrara e Prado, 1994). Os pontos fixos
(pontos de equilibrio ou pontos estaciondrios) sao calculados e estabilidade local
¢ avaliada, utilizando-se a matriz Jacobiana e os autovalores correspondentes a
cada ponto fixo. O diagrama de fases aproximado € construido a partir da loca-
lizacdo dos pontos fixos. Ademais, a taxa de transmissdo 3 € considerada como
parametro de bifurcacdo. Essa escolha pode ser justificada pelo fato de que esse
parametro caracteriza a for¢ca de infec¢do de uma doenga e combina fatores bio-
16gicos, sociais e ambientais. Assim, é possivel intervir no valor de 3 a partir de

10 leitor pode aprofundar a leitura sobre sistemas dinimicos nas obras (Guckenheimer e Hol-
mes, 1983; Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Scheinerman, 1996; Monteiro, 2002). Aguirre (1996a,b)
oferece um tutorial sobre sistemas dindmicos. Aspectos relativos a estabilidade de sistemas dina-
micos e discretos podem ser encontrados em (Chen, 1999).

2Em sistemas ecoldgicos costuma-se também utilizar o conceito de criticalidade. Em particu-
lar, a criticalidade auto-organizada (do inglés, self-organized criticality — SOC), mostra que siste-
mas ecolégicos podem ser levados por meio de sua prépria dindmica e a presenca de uma forca
externa, a regides criticas, em que suas propriedades dindmicas podem variar qualitativamente.
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campanhas de vacinagdo, isolamento de individuos infectados até agcdes publicas
de saneamento e combate a desigualdade social, entre outras. Em particular, o
efeito na dindmica do modelo SIR da vacinacdo e isolamento de individuos infec-
tados € analisado neste trabalho.

No fim da sec¢do, apresenta-se adequagao do modelo SIR para a modelagem da
Artrite Encefalite Caprina (CAE), uma doenca que ocorre em rebanhos caprinos
(Pinheiro et al., 2001). Para tanto € proposto o modelo SII; (Suscetivel — Infectado
— Isolado). O objetivo € ilustrar uma aplicacdo do modelo SIR em uma situagdo
especifica da realidade brasileira.

3.2 Dinamica do Modelo SIR

Considere o modelo SIR (Hethcote, 2000) descrito por:

ds/dt = upuN( —p)—uS— BIS/N, S(0) = Sy >0,
dI/dt = BIS/N —~I — ul, 0) = Ib>0, @1
dR/dt = ~I — uR + puN, R(0) = Ry>0,

em que, S, I e R sdo o nimero de individuos suscetiveis, infectados e recuperados,
respectivamente; p € a propor¢ao de individuos imunizados, N € o nimero total
de individuos,  é a taxa de transmissdo, u € taxa de novos suscetiveis, sendo
que para manter a populacdo constante faz-se a taxa de mortalidade d = p, 7y é
a taxa de individuos infectados que sdo recuperados e S(t) + I(t) + R(t) = N.
Dividindo as equacdes em (3.1) por IV e desconsiderando R, que pode ser obtido
por R=N — S — I, tem-se

ds/dt = p(l—p)—ps— Bis, s(0) = 5020,

di/dt = pis— i — pi, i(0) = ip>0. (3-2)

Para p = 0, ou seja, sem vacinagdo, (3.2) torna-se o modelo SIR (2.2). Inicial-
mente, considera-se p = 0 para realizar a andlise dinamica em fun¢do da taxa de
transmissao (3.

3.3 Analise de Estabilidade em Funcao de 3

Nesta secdo, a estabilidade dos pontos fixos, ou seja, estabilidade local * do mo-
delo SIR serd analisada em funcdo da taxa de transmissdo (3. O primeiro passo é
calcular os pontos fixos do modelo. Considerando que » = 1 — s — ¢, apenas os

3Neste trabalho, avalia-se a estabilidade local. Estudos sobre a estabilidade global podem ser
encontrados em (Zhou e Liu, 2003; Korobeinikov e Wake, 2002).
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pontos fixos de s e ¢ sdo calculados. Os pontos fixos de (3.2) sdo obtidos a partir
de

ds/dt = f(s,i)=0 e
5,0 0.

di/dt = g(s,i) (3.3)

Resolvendo o sistema de equacdes (3.3), obtém-se os seguintes pontos fixos
para o modelo SIR:

P1 = (Sfl,iﬂ) = (1,0) (S (34)
Py = (spii) = G%ﬁqu—%). (3.5)

A matriz Jacobiana de (3.2) é

- of af 7
ds i
;99 _
0(s,i) dg 9y
0s 01
—pn—p01  —fs
= : ) 3.6
[@ @—@+m] G0
As matrizes Jacobianas avaliadas nos pontos fixos P; e P sdo:
o )
Jp, = 3.7
n L) ﬂ—w+uﬂ ¢ G7)
]
- —(v+
popr (v +n)
Jp, = ) (3.8)
e
v

Para analisar a estabilidade dos pontos fixos P; e P, calcula-se os autovalo-
res da matriz Jacobiana (3.7) e (3.8). Os autovalores associados a P; e P» sdo
respectivamente as raizes de

pr—Tipr+A = 0 e (3.9)
py—Topy+ 20y = 0 (3.10)
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em que 775 e A; 5 sdo respectivamente os tragos e determinantes das matrizes
J P1,2:

Tn = B—v—2u (3.11)

Ar = —pB+p(y+p) (3.12)
_ Bu

T, = T (3.13)

Ay = Bu—ply+p. (3.14)

A estabilidade dos pontos fixos em fun¢do dos autovalores € realizada a partir
de T'e A (Monteiro, 2002):

T
nod instavel 5
T°—4A=0
foco instavel

sela

centro >

A
sela

foco estavel

no estavel

Figura 3.1: Classificacdo dos pontos fixos de um sistema de segunda ordem no espago
A-T (Monteiro, 2002, p.93).

e Se A < 0, entdo p; 5 sdo reais e com sinais opostos: o ponto fixo é chamado
de sela, que € instdvel no sentido de Lyapunov.

e Se A >0eT?—4A > 0, entdo p1,2 S30 reais € com 0 mesmo sinal: se
T > 0, o ponto fixo € um nd instdvel; se T' < 0, um né assintoticamente
estdvel.

e Se A > 0eT?—4A < 0, entdo p; 5 sdo complexos conjugados: se T > 0, 0
ponto fixo é um foco instdvel; se T" < 0, um foco assintoticamente estdvel;
e se I' = 0, um centro neutramente estdvel.
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A Figura 3.1 ilustra as regides de estabilidade para um ponto fixo de um sis-
tema de segunda ordem.

Realizando-se tal andlise, chega-se aos resultados descritos a seguir para o
ponto fixo P;:

e Ay <0..0 >+ u: para essa faixa de valores o ponto fixo € uma sela, e
assim, instdvel. Vale notar, a equivaléncia Ry = 3/(y + 1) > 1, mostrando
que para essa faixa de valores de 3 o sistema ndo apresenta erradicacio da
doenca, ou seja, o sistema nao tende para o ponto fixo P; que € o caso em
que ha 100% de suscetiveis e 0% de infectados.

e Ay >0 . 8< (v+p)eTE—4A; >0 .. 3 # v: como 3 < (v + p),
garante-se que 77 < 0. Assim, nessa faixa, P, é no assintoticamente estdvel.

e Ay >0 . 8<(y+pu)eT?—4A; =0 .. 3 =~: esse é um caso em que O
sistema apresenta dois autovalores iguais. Uma vez que 3 = -, garante-se
que 77 = 8 — v — 2p < 0. Assim, para esse valor especifico de 3, P; é um
no improprio (degenerado) assintoticamente estdvel.

Procedendo-se da mesma forma, os seguintes resultados sdo encontrados para
o ponto fixo P:

e Ay <0 ..3 < v+ pu: paraessa faixa de valores o ponto fixo é uma sela,
e assim instavel. Para essa faixa de valores de (3 o sistema apresenta um
ponto de equilibrio endémico.

e Ny >0 0> (v+pu)eT?—4A; >0..5; > > [, sendo:

B = 2”:“) ((r+m) = V7 Hmr) e (3.15)

fo = QW <(’y +u)+ /Y + ;w) : (3.16)

Como T, < 0, V[3, tem-se que para essa regido o ponto fixo P, € um né
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assintoticamente estdvel. Além disso, By > (31 > v + p, pois:

(v +4)
2T<(7+u)i 72+/w> > y+u
L
) EVE ey > 5

THE > £V

2

[\ 2 2
(+5) > (=vrem)
2 NQ 2
Y +’YM+Z > T4y
2
1
— > 0.
4

e Ao >0, 8> (y+p)eT:—4A, <0 .. 0 <3 < [By: P, para essa faixa
de valores é um foco assintoticamente estdvel.

e Ay >0 8> (y+u)eT?—4A, =0.. 3= B3 = Bs: P, paraesses dois
valores especificos de 3 é no imprdprio assintoticamente estdvel.

Tabela 3.1: Sintese da andlise da estabilidade de P;.

’ Caso ‘ Parametros do modelo SIR ‘
Sela B> (v+ )
N6 assintoticamente estdvel B<(y+u)epB#ry
N6 impréprio assintoticamente estdvel | 3 < (y+ u)e f =7

As Tabelas 3.1 e 3.2 apresentam uma sintese da estabilidade dos pontos fixos
P, e P, respectivamente.

Tabela 3.2: Sintese da analise da estabilidade de Ps.
Caso \ Pardmetros do modelo SIR ‘
Sela B <(y+p
NG assintoticamente estavel | 3> (y+ pu)e By > > (o
Foco assintoticamente estavel | > (7 4+ p) e /1 < 6 < [
N6 impréprio B>(y+p)ef=p0rouf=/ps
assintoticamente estavel

E importante ressaltar que para 3 = ~ + 4, o sistema apresenta uma bifur-
cacdo transcritica, pois hd uma troca de estabilidade entre os pontos fixos. Para
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esse valor de 3, P, = P, é um nd estdvel (eliptico), pois T} o < 0. Nesse ponto ha
apenas um autovalor negativo. Epidemiologicamente, 3 > v + u significa que a
taxa de transmissdo de infectados € suficientemente alta para manter a populacao
de infectados acima de zero. Por outro lado, para 5 < v + i a taxa de novos indi-
viduos infectados € menor que a mortalidade dos individuos infectados, fazendo
com que em um determinado instante a populagdo de individuos infectados seja
reduzida a zero.

A Figura 3.2 mostra sinteticamente os resultados descritos e a variacdo dos
pontos fixos P; e P, em fun¢do de 3. Nesse caso, considera-se que [ varie de
modo independente, sem a presenga de acdo de controle. Na Figura 3.2 também
foram indicadas, nove regides para os dois pontos fixos, assinaladas com as letras
a — 1. Essa identificacao serd usada para associar cada uma das regides ao seu res-
pectivo plano de fases, mostrados nas Figuras 3.3(a) — (i). Nessas figuras o ponto
fixo estd identificado com o. Os planos de fases foram construidos simulando-se
o modelo SIR para um intervalo de tempo de 0 a 250 anos, € com passo de inte-
gracdo de 0,1. Os demais pardmetros sdo: v = 0,15, u = 0,1 e os valores de (3
estdo indicados na figura.

3.4 Dinamica em Funcao da Vacinacao p

Nesta se¢do serd avaliado o efeito da vacinag@o na dindmica do modelo SIR. Re-
solvendo o sistema de equagdes (3.3), e ndo mais considerando p = 0, obtém-se
os seguintes pontos fixos para o modelo SIR:

A matriz Jacobiana avaliada nos pontos fixos P; e P, é:

| = —B-p)
T =g BL—p) —(r+p) | © G.17)
pB(1 —p)
—— —(v+
v+ p
Jp, = . (3.18)
B —p) 0
v+ p
P = (snyin) = (1—p,0) (3.19)

1_
Py = (spyi) = (7;“,“§+5> - %) . (3.20)
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(sp.dp)

A
AN
AN
AN
1 S — — — — — — s4=1
T __H _H
yru 2 y+u B
ytu
SQ—T
0 - L
P ig=0
/ | -
T T T T >
Y y+u B, B, B
g Bifurcag¢do Transcritica
T T T >(Sﬂ’iﬂ)

Estavel Estavel

No Assint. No Assint. Sela (Instavel)
(@) (c)

Classificagdo dos Pontos Fixos

N6 Improprio N6 Estavel
Assint. Estavel (elipitico)
(®) (@
I I I > (s pl 12)
Sela (Instavel) No6 Assint. Foco Assintoticamente N6 Assint.
Estavel Estavel Estavel
(© () 0
No Estavel N6 Improprio N6 Improprio
(elipitico) ~ Assint. Estavel Assint. Estavel
() ® (

Figura 3.2: Andlise da estabilidade do modelo SIR.

Andlise da estabilidade do modelo SIR em fungfo da taxa de transmissdo 3
(eixo das abscissas). Nesse caso, § varia de modo independente, sem a pre-
senca de acdo de controle. No eixo das ordenadas, encontram-se a propor¢ao
de infectados e suscetiveis em regime permanente (s¢,i¢). A linha tracejada
indica instabilidade e a linha continua estabilidade, sendo que para cada uma
h4 a identificacdo do respectivo ponto fixo. Ocorre uma bifurcacdo transcri-
tica no ponto 3 = 7 + u. Abaixo do gréfico 3 versus (sy,iy), encontra-se a
classificacdo dos pontos fixos de acordo com a sua estabilidade, identificada
em nove regides de a — i.
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1 1 1
09 09) 09
08 08 08
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Figura 3.3: Plano de fases si para as regidoes dindmica do modelo SIR

Plano de fases si para as regides dindmica do modelo SIR, apresentadas na
Figura 3.2. Nessas figuras o ponto fixo estd identificado com o. Os planos
de fases foram construidos simulando-se o modelo SIR para um intervalo de
tempo de 0 a 250 anos e com passo de integracdo de 0,1. As condicdes ini-
ciais foram (sg;i9) = [(0,6;0,01),(0,9;0,1);(0,7;0,3),(0,5;0,5); (0,2; 0,8)],
pertencentes a area triangular A (2.3). Os demais pardmetros sdo: v = 0,15
e u = 0,1. O valor de 3 ¢ indicado para cada uma das figuras a seguir e foi
escolhido de modo a estar contido em cada uma das regides da Figura 3.2. (a)
Regido a: P; é um nd assintoticamente estavel e § = 0,5y < . (b) Regido
b: P; é um n6 imprdprio assintoticamente estavel e 5 = . (c) Regido c: P} é
um no assintoticamente estavel e v < 3 = 0,5y + v < v + p. (d) Regido d:
P} = P, é um n6 assintoticamente estavel. 3 = v + u. (e) Regido e: P» € um
nd assintoticamente estavel. v+ u < 8 = v+ 1,1p < (1. (f) Regido f: P»
€ um né impréprio assintoticamente estavel. 5 = (1. (g) Regido g: P é foco
assintoticamente estavel. 51 > 3 = 1/8(7031 + [2) > (2. (h) Regido h: P é
um né improéprio assintoticamente estavel. 5 = (5. (i) Regido h: P» € um n6
assintoticamente estavel: 3 = 1,203 > (5. Rotina: sir_estab.m.
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Os valores de T’ 5 e A 5 sdo:

T = B(l—p) —v—2pu (3.21)

Ay = —pB(l—p)+ply+p) (3.22)

T, = _M (3.23)
7+u

Ay = B(L—plp—ply+p). (3.24)

Seja B, = [(1 — p). As equagdes (3.21)—(3.24) com a substituicdo de 3,
tornam-se equivalente a (3.11)—(3.14). Tem-se agora o seguinte ponto de bifurca-
cdo:

61) = Y+u
B(l—p) = v+p
v+ p

— . 3.25

B 1=p) (3.25)

Desse modo, o ponto de bifurcagdo pode ser deslocado de (v + p) — oo,
conforme exibido na Figura 3.4. Considerando que 3 seja um parametro fixo na
presenca de vacinagdo, a vacinag¢do permite a erradicacdo da doenca — levando
Py = (sp,in) = (1 — p,0) a estabilidade — enquanto que o ponto fixo que apre-
senta um estado endémico da doenca passe a ser instdvel. O efeito da vacinagdo
na dindmica temporal do modelo SIR € ilustrado nas Figuras 3.5(a) e (b), em que
se compara a simulacdo do modelo SIR para um caso em que a vacinagdo € insu-
ficiente para erradicar a doenca e para um outro em que a vacinacao € suficiente.
Detalhes da simulacao estdo na legenda dessa figura.

3.5 Dinamica em Funcao do Isolamento ~

Uma outra forma de garantir a erradicacdo da doenga € o isolamento (ou segre-
gacdo) dos infectados. Essa é provavelmente a pratica mais antiga que se tem
noticia. Essa secdo pretende analisar a dindmica do modelo SIR em fung¢do do
isolamento dos infectados. O isolamento dos infectados pode ser modelado com
o modelo de compartimentos:

ds/dt = p— pus— pis, s5(0) = s9>0,
di/dt = pis—~yi— pi — ki, i(0) = 49 >0, (3.26)
dr/dt = ~i— pr, r(0) = 1o >0, '

dis/dt = ki — pis, is(0) = g9 >0,



3.5 Dindmica em Fung¢do do Isolamento & 55

p
A
1
P, estavel
P, instavel
.
- —P ‘instavel .~
_— P, estavel -
— - -
— —
— —
— —
— — _—
— — —
0 [y
T -
y+u B

g Bifurcagao Transcritica

Figura 3.4: Variac@o do ponto de bifurcagdo em funcdo da vacinacao.

Variacdo do ponto de bifurca¢do em funcio da vacinacdo. A vacinagdo define
duas regides, nas quais ha uma mudanca de estabilidade nos pontos fixos P; e
Py, Para B < %, P, é estivel e P, é instavel. Para § > %, P, é instavel
e P, é estavel.

em que ~ corresponde a taxa de isolamento dos infectados, i5 a proporcao de
individuos isolados e s + i+ r +i5 = 1. Tem-se desse modo um modelo que pode
ser chamado de SIRI; (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Isolado).

Para andlise da dindmica do modelo (3.26), considera-se » = (0. Essa é uma
consideragdo plausivel, pois hd varias doencas em que ndo existe a recuperacao
espontanea da infec¢do, ou seja, o individuo nao se recupera. Como 15 = 1 —s—1,
desconsidera-se dis/dt em (3.26) e chega-se as seguintes equagdes para andlise
dindmica do efeito do isolamento:

ds/dt = p— us— fis,
di/dt = pis — pi — ki. (3.27)
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Figura 3.5: Efeito da vacinacdo no modelo SIR

Efeito da vacina¢do no modelo SIR para a proporc¢do de infectados i. Os
pardmetros do modelo séo: 5 = 1,05, u = 1/60, v = 0,6. Os modelos foram
simulados na faixa de tempo 0 a 500 anos, com passo de integragdo de 0,1
ano. As condigdes iniciais foram (sg;i9) = (0,99;0,01). (a) Comparagédo
entre uma situagdo sem vacinagdo (p = 0) e uma situagio em que a vacinagdo
p = 0,5(u + v)/0, insuficiente para erradicar a doenca. (b) Comparagdo
entre uma situacao sem vacinagado (p = 0) e uma situacdo em que a vacinagao
p = 1,5(p + )/, suficiente para erradicar a doenca. Rotina: ptemp . m

Seguindo 0s mesmos passos da secdo 3.4, tem-se os pontos fixos Py e Ps:

Pl = (Sfl,ifl) = (1,0) (328)
Py = (spiin) = (” ; et - %) . (3.29)

As matrizes Jacobianas avaliadas nos pontos fixos P e P sdo:

I B
Jp, = [0 ﬁ—(m+u)] e (3.30)
w3
et —(k+p)
Jp, = . (3.31)
_pup 0



3.6 Controle Hibrido 57

Os valores de 7' 5 e A 5 sdo:

Ty = B—Kk—2u (3.32)

Ar = —uB+plk+p) (3.33)

T, -~ " (3.34)
K+ u

Ay = fBp—p(k+ p). (3.35)

Seja 3, = B — k. Como T, < 0 Vk e lembrando que v = 0, as equagdes
(3.32)—(3.35) com a substitui¢cdo de (3, tornam-se equivalente a (3.11)—(3.14). O
novo ponto de bifurcacio é:

By = v+up
-k = y+upu
B = v+utr (3.36)

De modo semelhante a vacinagdo, o ponto de bifurcacao pode ser deslocado
em func¢do da taxa de isolamento. Nesse caso, entretanto, o ponto de bifurcacao
podera ser variado de (7+) — Kmax, €M qUE Kpax € @ maxima taxa de isolamento
de individuos infectados, que em regime permanente, estd limitada a §s — pu. A
Figura 3.6 mostra a varia¢do do ponto de bifurca¢do em funcido do isolamento de
individuos infectados. Nesta figura, ha duas regides, nas quais os pontos fixos
P, e P, mudam de estabilidade. As Figuras 3.7(a) e (b) mostram o efeito do
isolamento na dinamica temporal do modelo SIR. As simula¢des foram realizadas
de modo a permitir a comparagdo entre a situacdo sem interven¢do, x = 0, com
duas situacdes, a saber: na primeira ~ € insuficiente para erradicar a doenga; na
segunda ~ € suficiente para erradicar a doenga. Detalhes da simulagdo estdo na
legenda desta figura.

3.6 Controle Hibrido

E possivel aplicar simultaneamente vacinacio e isolamento para o controle de
algumas doencas infecciosas. Com esse objetivo, nessa secao a influéncia da va-
cinagdo e isolamento na dinamica € avaliada.

O seguinte modelo leva em conta a vacinagdo e o isolamento:

ds/dt = p(l —p)— ps — Bis,
di/dt = [is —yi — pi — Ki. (3.37)
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Os pontos fixos para o modelo (3.37) sdo:

P1 = (Sﬂ,’iﬂ) = (1 — p,O) (§ (338)
R o e At ey I
Py = (sp,ipp) = ( 3 vt ptr) /3)- (3.39)

A matriz Jacobiana de (3.37) é

Cof of 1
ds i
;o9 _
d(s,1) dg g
ds 00
—pu—p0i  —Ps

As matrizes Jacobianas avaliadas nos pontos fixos P e P, sdo:

_ | —»  —B(1-p)
T = [o @(1—p)—<v+u+n>] ° G4D

pB(1 —p)
TS tits —(y+p+r)

Jp, = . (3.42)
B —p)
Y+ pu+ KR

Os valores de 7' 2 € A 5 sdo:

T = pl—p)—v-2pn—=r (3.43)

Ay = —pf(l—p)+pu(y+p+r) (3.44)

T, = _M (3.45)
Y+ U+R

Ay = Bl —pp—ply+p+r). (3.46)

Seja B, = B(1 — p) — k. As equagdes (3.21)—(3.24) com a substitui¢do de [y,
tornam-se equivalente a (3.11)—(3.14). Tem-se agora o seguinte ponto de bifurca-
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¢do:
Oo = v+p
Bl=p)—r = y+u
g — —V(Jlrf;)“. (3.47)

Se uma das varidveis de controle for fixada, pode-se estabelecer um valor mi-
nimo da outra varidvel, para que se garanta estabilidade. Isso pode ser obtido
isolando uma das varidveis x ou p em (3.47). Isolando p tem-se

g

Sejay = 1/24, u = 1/24, B = 1,05. Nesse caso, seria necessario vacinar
95% da populacao para erradicar a doenca, em uma situacdo que nao é possivel
isolar individuos infectados. Por outro lado, se for possivel obter x = 0,4, seria
necessdrio vacinar apenas 57% da populacdo. Esse é um resultado significativo,
pois, hd doencas como a brucelose bovina (Mathias et al., 2001), em que se é
possivel realizar campanhas de vacinagdo e isolamento.

y+tutk

P, estivel

P, instavel

P instavel -

P, estivel o
~N
~ ~

S~ N ~
0 : >
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4 Bifurc acdo Transcritica

Figura 3.6: Variagc@o do ponto de bifurcagdo em funcio do isolamento.

Variagdo do ponto de bifurcagdo em funcdo do isolamento. O isolamento
define duas regides, nas quais hd uma mudanca de estabilidade nos pontos
fixos P e P». Para 8 < v+ pu + K, Py é estavel e P € instavel. Para
6>~ + u+ Kk, Py éinstavel e P, é estavel.
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3.7 Modelagem da CAE

A Artrite Encefalite Caprina (CAE), causada pelo virus da artrite encefalite ca-
prina, acarreta grandes perdas econdmicas nos rebanhos caprinos, principalmente
naqueles de producdo leiteira, afetando animais de diferentes ragas, idades e sexos
(Pinheiro et al., 2001). As perdas econdmicas se caracterizam por morte de ani-
mais jovens, diminui¢do da producdo lictea e perda de peso dos adultos devido a
dificuldades de locomocao. Outras perdas, tais como desvalorizagao do rebanho,
abate precoce, despesas com medidas de controle, também sao relevantes.

A elevacdo do risco de contaminagdo por esse virus nos rebanhos do Ceard
(que totalizam aproximadamente 800 mil cabecas, conforme estudos do IBGE em
1999), motivou a realiza¢do de um levantamento epidemioldgico. Também nos
Estados Unidos, essa doenca € ainda considerada persistente (Rowe e East, 1997).
Estudos estatisticos dessa doenca sdo encontrados na literatura (Pinheiro et al.,
2001; Rowe e East, 1997; East et al., 1993; Rowe et al., 1991). As conclusdes
desses trabalhos sdo relevantes e tém ajudado no controle da CAE.

Contudo, estudos sobre aspectos dindmicos da doenca podem contribuir para
o projeto eficiente e a definitiva erradicacdo da CAE (Ferguson et al., 2003; Lu
et al., 2002). Esse € o objetivo desta se¢do. Inicialmente a CAE serd descrita
suscintamente. Em seguida, fard a proposicdo de um modelo matemadtico que
incorpore a técnica de isolamento utilizada para o controle da CAE.

Um outro aspecto a destacar é que o virus da artrite-encefalite dos caprinos
pertence a familia Retroviridae. A esta mesma familia pertencem outros virus de
importancia em patologia veterinaria e humana, como o virus da imunodeficiéncia
humana (HIV). Acredita-se que os estudos da CAE também possam contribuir
para a compreensao da dinamica da AIDS (Straub, 1989).

3.7.1 Descri¢ao da CAE

Nessa secdo serd apresentada uma breve descricao da CAE, enfocando suas prin-
cipais caracteristicas, os métodos de diagndsticos e as formas de transmissao e
controle. Para um estudo mais aprofundado dessa doencga o leitor pode consultar
os trabalhos (Pinheiro et al., 2001; Rowe e East, 1997; East et al., 1993; Rowe
etal., 1991).

Caracteristicas da Doenca

A Artrite Encefalite Caprina (CAE) € uma doenca infecciosa causada por um virus
do tipo Retrovirus sub-familia Lentivirinae. Essa doenga € caracterizaciao por uma
“lentidao” na manifestagdo clinica da doenca. O virus desta doenca se aloja nas
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Figura 3.7: Efeito do isolamento no modelo SIR

Efeito do isolamento no modelo SIR para a proporcao de infectados i. Os
pardmetros do modelo sdo: 5 = 0,2, u = 1/60, v = 0. Os modelos foram
simulados na faixa de tempo 0 a 500 anos, com passo de integracdo de 0,1 ano.
As condigdes iniciais foram (sg; i) = (0,8;0,2). (a) Comparagéo entre uma
situacdo sem isolamento (x = 0) e uma situacdo em que o isolamento k =
0,5(8 — (i + 7)), insuficiente para erradicar a doenga. (b) Comparagao entre
uma situacdo sem isolamento (x = 0) e uma situagdo em que o isolamento
k= 1,5(8 — (1 + 7)), suficiente para erradicar a doenca. Rotina: ktemp.m

células de defesa do organismo na forma de DNA-Viral incorporado ao DNA-
Hospedeiro. O organismo do hospedeiro apresenta dificuldades em reconhecer
a presenga do virus. Além disso, como o virus ataca o sistema imunoldgico, a
doenga apresenta outras complicacdes em conseqiiéncia as condi¢des de baixa
imunidade e infec¢Oes secundarias.

A CAE é observada nos animais por meio de uma falta de coordenag@o motora
com morte de animais jovens, lesdes articulares e dificuldade de movimentacdo e
prostagdo progressiva. Os animais infectados também apresentam perda de tecido
mamadrio. Tem-se conhecimento de outros tipos de Lentiviroses em humanos e
outras espécies animais (Tabela 3.3).

Métodos de Diagnéstico

Os métodos de diagndsticos devem ser bem compreendidos, pois o modelo de uma
doencga infecciosa tem seus parametros estimados, e posteriormente validados, a
partir de dados dos numeros de infectados.

Ha dois tipos basicos de diagndstico da CAE. O primeiro € o diagndstico cli-
nico e baseia-se em inspecdo visual capaz de identificar se um individuo ndo esta
com a doenga, ou se tem chances de estar. As principais manifestagdes clinicas da
doencga sdo a leucoencefalomielite que acomete cabritos e artrite mais freqiiente
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Tabela 3.3: Lentiviroses em humanos e animais.

Lentiviroses em humanos e animais. Acredita-se que o estudo da CAE possa
contribuir para a compreensao da dinamica de doencas como a AIDS.

Nome do Virus Hospedeiro Doenca

Virus Imunodeficiéncia Humana Humanos Imunodeficiéncia (AIDS)
V. Imunodeficiéncia Felina Felinos Imunodeficiéncia

V. Anemia Infecciosa Eqiiina Eqiiinos Anemia

V. Artrite Encefalite Caprina Caprinos Artrite e encefalomielite

nos animais adultos. Os pulmdes e a glandula mamaria podem ser afetados pelo
virus causando, respectivamente, uma pneumonia cronica intersticial e uma ma-
mite com fibrose (Lara et al., 2002). Uma das formas de diagnosticar a doenga é
medir o didmetro do joelho do animal infectado. O segundo método, mais sofis-
ticado que permite o diagndstico com maior precisio, € o diagndstico sorolégico.
Nesse diagndstico, a deteccdo do virus € feita pela detec¢dao da presenga de an-
ticorpos por técnicas soroldgicas como: imunodifusdo em gel de agar (IDGA) e
ensaio imunoenzimdtico (ELISA). O IDGA ¢€ considerado como de alta especifi-
cidade (fornece poucos falso positivos), enquanto o ELISA € mais sensivel e mais
eficaz na detecc¢do de animais infectados. Valores tipicos de sensibilidade e espe-
cificidade * do teste de IDGA sdo 98,25% e 79,28%, respectivamente (Lara et al.,
2002).

Formas de Transmissao e Controle

As principais formas de transmissdo da CAE sao:
e com leite e colostro contaminado;
e por contato direto dos animais devido a secre¢des e goticulas contaminadas;
e venérea;

e intra uterina.

4Sensibilidade: proporgio de verdadeiros positivos encontrados pelo teste avaliado a partir dos
resultados encontrados por um teste padrao. Especificidade: propor¢ao de verdadeiros negativos
encontrados pelo teste avaliado a partir dos resultados encontrados por um teste padrdo (Rothman
e Greenland, 2002, p.126). Esse tipo de informacgdo pode ser utilizado no modelo baseado em
individuos, conforme sera discutido no capitulo 4
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Rowe e East (1997) apresentam os principais fatores de risco e rotas para
a transmissdo da doenga, além de métodos para controle da CAE. Os autores
destacam o cuidado que se deve ter com o colostro e leite logo ap6s o nascimento
do cabrito e sua separacdo de rebanhos infectados. Em fase adulta, isola-se o
individuo infectado do rebanho. Como nao hd vacina para essa doenca, esses
sdo os métodos mais utilizados e eficientes para o controle da CAE, mas ainda
insuficientes para erradicacao (Rowe et al., 1991).

3.7.2 Modelo Matematico para a CAE

A maioria dos trabalhos na literatura sobre a CAE versam sobre os fatores de
risco e estudos de cardter imunoldgico (Callado et al., 2001). H4 poucos trabalhos
que utilizem modelos mateméticos e quando hd, os mesmos versam sobre as in-
teracOes celulares entre o lentivirus e organismos do animal (Morin et al., 2003).
Straub (1989) apresenta uma relac@o entre a AIDS e a CAE, mas ndo aborda as-
pectos de dindmica populacional. Nenhum trabalho foi encontrado abordando um
modelo matematico da transmissdo da CAE entre individuos suscetiveis e infecta-
dos. Sabe-se que um modelo matemadtico que descreva a dindmica da transmissao
da doenca poderia contribuir para sua compreensao bem como para um eficiente
controle (Clancy, 1999). Esta secdo apresenta um modelo matematico para a CAE
baseado na estratégia de compartimentos (Hethcote, 2000). A agdo de controle,
que consiste no isolamento de individuos infectados, ¢ modelada por meio 1 que
expressa a quantidade de animais infectados que s@o isolados (segregados) por
unidade de tempo.

O modelo SII; (Suscetivel — Infectado — Isolado) € proposto para a modelagem
da dindmica da CAE. A dindmica da CAE € enquadrada na estrutura de compor-
tamentos (Figura 3.8). A populacdo é considerada constante, N = S + I + [. O
modelo € descrito por:

dS/dt = puN —uS — BIS/N, S(0) = S>>0,
dljdt = BIS/N — kI — ul, 1(0) = Iy>0, (3.48)
dl,jdt = wI — pl, L(0) = I, >0,

em que, S, I e I; sdo o nimero de individuos suscetiveis, infectados e isolados,
respectivamente; N € o ndmero total de individuos, 3 3 é a taxa de transmissdo, /i
€ taxa de novos suscetiveis, sendo que para manter a populagdo constante faz-se a
taxa de mortalidade d = p, x € a taxa de infectados que sdo isolados. Para ilustrar,
k = 0,1 significa que a cada unidade de tempo, em média 0,1 x [ individuos

SPara levar em conta o fato de que animais isolados niio reproduzem, pode-se substituir o termo
uN por u(N — I). Neste trabalho, néo serd levado em conta essa situagéo.
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infectados sao isolados. Um outro aspecto é que como nao hd recuperagdo nessa
doenca, considera-se v = 0.

Herzog e Redheffer (2004) utiliza uma variante do modelo SIR, o modelo
SEIRS. Nesse modelo os autores fazem uso do termo /7.S?, em que p e ¢ sdo cons-
tante positivas ndo nulas. Um aspecto interessante € que os autores afirmam que
o termo /7S ¢ dificil para se ter motivacdes epidemioldgicas. No caso da CAE,
como os individuos infectados perdem a coordenagdo motora e mobilidade, pode-
se pensar em utilizar esses coeficientes para levar em conta que a probabilidade
dos individuos infectados se encontrarem com individuos suscetiveis decresce a
medida que a populagdo de individuos infectados aumenta. Isso pode ser feito,
fazendo-se 0 < ¢ < 1.

s
N
S - 1

iuS i ul L ul,

Figura 3.8: Modelo SII para a CAE.

k1

) J
[o—

Diagrama de compartimentos mostrando a dinamica da CAE. « € a taxa de
infectados que sao isolados.

Para ilustrar a dindmica desse modelo, considere o seguinte cendrio. Seja uma
populagdo de N = 1000, u = 1/5, § = 5 Esses pardmetros estdo condizentes
com a realidade de um rebanho caprino, exceto o valor § que foi escolhido arbi-
trariamente. Duas situacdes sdo simuladas. Para k = 2, tem-se 0 > u + v + k,
e portanto, P, € instavel e P, € estavel. Para k = 10, tem-se 8 < p + v + K, e
assim, P, € estavel e P, € instavel. Esses dois cendrios sdo apresentados na Figura
3.8. Pretende-se no futuro confrontar os resultados apresentados nesta se¢io com
dados reais e também estimar o valor de [3.

Duas situagdes foram simuladas. Na primeira, k = 2 e Ry = 2,27, € o nimero
de infectados estabilizou em um valor diferente de zero. Na segunda, para x = 10
e Ry = 0,49 obteve-se lim,, ., [,, = 0. A Figura 3.9 mostra esses resultados.

3.8 Conclusoes do Capitulo

O presente capitulo apresentou uma andlise da dinamica das acdes de controle
vacinagdo e isolamento de infectados no modelo SIR. A taxa de transmissao (3 foi
considerada como parametro de bifurcagdo. Mostrou-se que ao variar a taxa de
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Figura 3.9: Simulagdo do Modelo SII; da CAE.

Simula¢do do modelo Sy da CAE (3.48) para duas condicdes: (a) &k = 2 e (b)
x = 10. Demais pardmetros: tamanho da populacdo N = 1000; expectativa
de vida de 5 anos, ou seja, u = 1/5 ano!; taxa de transmissdo 6 =5. Em
(a) a doenga nao € erradicada. Em (b) a taxa de isolamento € suficiente para
erradicar a doenca. Rotinas sircae.m

vacinagdo p e a taxa de isolamento dos infectados € possivel levar o sistema a
varias regides de estabilidade apresentadas na Figura 3.2, incluindo aquelas que
levam a erradicag¢do da doenga.

As Figuras 3.4 e 3.6 mostram que a vacinagao e isolamento podem ser compre-
endidas como uma variacdo da localizacdo do ponto de bifurcacdo. A diferenca
entre as duas estratégias é que o ponto de bifurcacio € variado inversamente a
(1 — p) na vacinagéo e diretamente proporcional a x no isolamento. Em outras
palavras, a mudanga ocorre proporcionalmente ao nimero de individuos isolados
e inversamente proporcional ao nimero de individuos ndo vacinados. Essa dife-
renga sugere algumas reflexdes: i) doengas com 3 elevados podem necessitar de
uma ampla campanha de vacinagdo, ou seja, que uma ampla parcela da populagdo
seja vacinada; ii) campanhas de vacinagdo com baixa taxa de cobertura tendem
a ser ineficientes, pois a variacdo do ponto de bifurcacio € pequena; iii) doencas
que apresentem [ pequeno a intermedidrio, o isolamento pode ser mais efetiva,
uma vez que a varia¢ao do ponto de bifurcacdo ocorre linearmente; iv) essa dife-



66 3 Analise da Dindmica do Modelo SIR

renga entre a atuacdo do isolamento e vacinacdo pode sugerir que um mecanismo
hibrido, quando possivel, seja mais efetivo. Pretende-se investigar essa hiptese
em trabalhos futuros.

Pesquisando na literatura sobre essa abordagem, foram encontrados alguns
trabalhos relacionados ao tema deste capitulo: Dodds e Watts (2004), ainda ndao
publicado, mostra presenga da bifurcagdo transcritica no modelo SIR; Hethcote
(2000) apresenta para o modelo SIR e SEIR a ocorréncia da bifurcacao transcri-
tica. Piqueira et al. (2005) investigaram o uso do modelo SIR para o estudo da
propagacdo de virus de computador e analisaram a estabilidade dos pontos fixos
seguindo uma abordagem bem semelhante a apresentada neste capitulo. Nao se
encontrou, por outro lado, trabalhos que investiguem a influéncia na ac¢do de con-
trole (vacinagdo e isolamento) no ponto de bifurcacao transcritico do modelo SIR.



Capitulo 4
Modelos Baseados em Individuos

“Qual a formula do itinerdrio rumo ao significado tltimo da
realidade? Viver o real.”

Luigi Giussani

4.1 Introducao

No capitulo 3, a modelagem matemaética foi feita usando-se exclusivamente equa-
¢oes diferenciais. O modelo cldssico neste cendrio € o modelo compartimental
SIR (Kermack e McKendrick, 1927). Nesse modelo, importantes caracteristicas
podem ser analisadas. Entre elas: o principio de acdo de massa e a existéncia
de um limiar para erradicacdo da doenca. Esse modelo, ainda que amplamente
estudado nas ultimas décadas, tem permitido algumas importantes contribui¢des
recentemente (Satsuma et al., 2004; Bjornstad et al., 2002; Allen, 1994).

O modelo classico SIR ndo € capaz de explicar a persisténcia de doengas in-
fecciosas (Keeling e Grenfell, 2002a,b; Keeling e Rohani, 2002; Gamarra et al.,
2001; Lloyd, 2001; Pastor-Satorras e Vespignani, 2001; Earn et al., 1998; Keeling
e Grenfell, 1997). A principal razdo para isso € que o modelo SIR considera que
a distribuicdo de individuos é espacial e temporalmente homogénea (Hethcote,
2000). Essa razdo estd intimamente ligada ao tamanho da populagdo. Alguns
pesquisadores acreditam que em grandes populacdes os efeitos estocasticos ! lo-
cais possam desaparecer (Keeling e Grenfell, 1997). Entretanto, Durrett € Levin

'Sugere-se para aprofundamento sobre sistemas estocdsticos as obras: (Papoulis, 1991) e (Ben-
dat e Pierson, 1986)
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(1994) atestam que “a estocasticidade local possui um efeito sistemdtico na den-
sidade da populagdo e esse efeito ndo desaparece em grandes populacdes”. Essa
controvérsia aponta para a necessidade de mais investigacio sobre esse assunto.

H4 na literatura algumas propostas para explicar a persisténcia de doengas in-
fecciosas. Grenfell et al. (2002) utilizam uma versao estocastica do modelo SIR.
O modelo € validado com os dados da doenca de sarampo no Reino Unido. Willox
et al. (2003) utilizam duas variantes do modelo SIR baseadas em tempo discreto.
Na primeira abordagem, esses autores discretizam o modelo SIR e trabalham com
equagoes de diferenca. Na segunda abordagem, automatos celulares sao utiliza-
dos. Em Rhodes e Anderson (1996) pode-se encontrar mais um exemplo do uso
de automatos celulares.

Uma outra solug@o sdo os sistemas de particulas interativas (IPS, do inglés
interacting particle systems). Krone (2004) utiliza conceitos mateméticos de hi-
drodinamica para formalizar aspectos de convergéncia dos modelos IPS. O autor
aponta a importancia de se estudar conexdes existentes entre os diversos tipos de
modelos. Existem ainda os sistemas multi-agentes, cujo estudo é considerado por
alguns como uma subdrea da Inteligéncia Artificial, tendo aplicacdes em controle
de informacdo, geréncia de redes, acesso mével, colaboragdo e ecologia (Garcia e
Sichman, 2003; Peck, 2004). Gordon (2003) propde um formulagao inicial para
um modelo multi-agente capaz de demonstrar a propaga¢do de uma epidemia em
uma sociedade. Esse autor comenta que a distin¢do entre autdmatos celulares e
um modelo multi-agente “ndo € rigida e estes termos sdo freqiientemente usados
sem distincao”.

Uma outra abordagem para lidar com a questao de populacdes heterogéneas é
apresentada em (van den Driessche e Watmough, 2002). Nesse trabalho os auto-
res dividem a populagdo em subpopulagdes homogéneas, ou compartimentos, de
tal forma que neste compartimento os individuos ndo sio distinguiveis. Os para-
metros epidemioldgicos, tais como taxa de nascimento, taxa de transmissao, entre
outros, sao diferentes de uma subpopulacdo para outra.

Em ecologia, os chamados modelos baseados em individuos, MBI (ou IBM,
do inglés Individual Based Model) (Keeling e Grenfell, 2000; Sole et al., 1999;
Grimm, 1999; Lomnicki, 1999) estdo em crescente estudo. Segundo Grimm
(1999), “cada individuo € tratado como uma entidade Unica e discreta que pos-
sui idade e a0 menos mais uma propriedade que muda ao longo do ciclo da vida,
tal como peso, posicdo social, entre outras”. A utilizacdo dessa estratégia esta
coerente com as perspectivas de Maturana (1999), que afirma ser a autonomia
a principal caracteristica dos seres vivos. Sistemas em que as partes interagem
entre si e formam padrdes dindmicos tém sido chamados de sistemas complexos
(Bar-Yam, 2003; Mezic e Banaszuk, 2004).

Keeling e Grenfell (2000) discutem a taxa de reproducdo bdsica Ry em uma
perspectiva de modelagem baseada em individuos. Sao utilizados dados reais
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para estimar o valor de Ry. Os autores consideram que a pesquisa em sistemas
baseados em individuos cresceu na década de 90, sendo de destaque o lugar da
epidemiologia.

Application SIR, SAIR, Comparacdo com autdmato celular....

Levando em conta a necessidade de aprofundamento nesse cendrio, este capi-
tulo apresenta uma formulacao do MBI para a propagacao de doencas infecciosas.
O modelo MBI € desenvolvido a partir de premissas epidemioldgicas. Em seguida,
desenvolve-se uma formulagdo matemadtica genérica e apresenta-se uma simula-
¢do do modelo proposto. Este capitulo também inclui uma andlise estocdstica e o
célculo da probabilidade de erradicacdo da doenga.

4.2 Desenvolvimento do MBI

4.2.1 Premissas Epidemioldgicas

A seguir sdo apresentadas algumas premissas utilizadas para formulagao do MBI.
Essas premissas sdo formuladas de forma a coincidir com aquelas explicitadas
para o modelo SIR cléssico, as quais se tornam um subconjunto das premissas do
modelo MBI. As premissas sdo as seguintes:

1. Populacdo constante. Como se deseja realizar comparagdes com o mo-
delo SIR cléssico utilizado neste trabalho, optou-se por utilizar a populagao
constante de tamanho m.

2. Caracteristicas do individuo. Um individuo é caracterizado por um con-
junto de n caracteristicas.

3. Categorias de individuos. Ha trés categorias para um individuo: O (suscep-
tivel), 1 (infectado) e 2 (recuperado).

4. Mudanga de categoria. Uma vez em uma categoria, o individuo pode mu-
dar para uma outra categoria em cada instante de tempo. Neste trabalho,
adotou-se a transicdo discreta. Segundo Durrett e Levin (1994), modelos
discretos sdo importantes pois permitem incorporar aspectos espaciais € in-
teragdes estocdsticas que sdo intrinsecas aos sistemas epidemioldgicos. As
transi¢cdes podem ocorrer em uma das seguintes formas:

a) 0,1,2 — 0. Isso significa que o individuo morreu € um outro nasceu
(para manter a populacdo constante ver premissa 1). Observe, que
nesse ponto pode-se tornar o modelo com populagdo varidvel, assu-
mindo taxas de nascimento e mortalidade diferentes. Caso o individuo
nao morra, pode ocorrer a transi¢do do item b) ou c), descritas a seguir.
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b) 0 — 1. Um individuo suscetivel, ao encontrar com um individuo in-
fectado, pode adquirir a doenca e passar para a categoria 1.

¢) 1 — 2. Um individuo infectado recupera-se e passa para a categoria 2.

5. Distribuicdo estatistica. Para a mortalidade (e conseqiientemente nasci-
mento) adotou-se a distribuicdo exponencial. Essa distribuicdo também foi
utilizada para a transicao de recuperacdo (Anderson e May, 1992). Mate-
maticamente, a distribuicdo exponencial é expressa por fi(x) = ue " e
fa(x) = ~ve 7" para a mortalidade e recuperagio, respectivamente. A Fi-
gura 4.1 apresenta a caracteristica da distribuicdo exponencial genérica. 2

6. Processo de infeccdo. Adotou-se que cada contato entre um individuo sus-
cetivel e um individuo infectado pode provocar um novo individuo infec-
tado seguindo uma distribui¢do uniforme. Isso significa dizer que 5% dos
contatos tornardo os individuos suscetiveis em individuos infectados. A
adocdo desta premissa baseia-se no principio de homogeneidade da popula-
cdo (Hethcote, 2000). O processo de transicao dos individuos, de suscetivel
para infectado, € estocdstico ao invés de deterministico, o que acredita-se
ser mais adequado para o estudo da persisténcia de doencas infecciosas.

4.2.2 Formulaciao Matematica

O modelo baseado em individuos pode ser assim expresso. Um individuo € repre-
sentado por
Ly =1Cr Co - (G, (4.1)

em que m € o tamanho da populagdo, ¢ € o instante em que o individuo apre-
senta um conjunto especifico de caracteristicas e C,, ¢ uma caracteristica do indi-
viduo. A primeira caracteristica € o seu estado do ponto de vista epidemioldgico,
que pode ser susceptivel, infectado, recuperado, vacinado entre outros (veja secao
2.3). Outras caracteristicas podem ser a idade, o tempo de duracdo da infec¢do, o

2Se considerarmos y = 1/60, significa que a média da distribui¢io exponencial, ou em ou-
tras palavras, a expectativa de vida é de 60 anos, o que é razodvel para uma determinada po-
pulacdo. Entretanto, essa mesma distribui¢do admite probabilidade nio-nula para individuos
possuirem idades que ndo se observa na realidade. Por exemplo, a probabilidade de um indi-
viduo chegar aos 150 anos é de 8,2%. Para resolver essa situacdo seria necessdrio utilizar a
distribuicdo exponencial truncada (Bendat e Pierson, 1986; Papoulis, 1991), que é expressa por

f(@) _ dF(z)
Fla)— Foy ™ aue /@) = =
inferiores, respectivamente. Neste trabalho, ndo se adotou a distribui¢do exponencial truncada,
permitindo assim comparar o MBI e o modelo SIR, conforme sera visto na se¢io 4.3.2.

flzlb < x < a) = e a e b sdo os limites superiores e
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f(x)

X

Figura 4.1: Densidade de probabilidade exponencial.

Densidade de probabilidade exponencial f(z) = Ae™*®. A média para essa
distribui¢do é 1/)\. Rotina: exponen .m.

sexo, a localizagdo espacial ou quaisquer outras caracteristicas do individuo con-
sideradas relevantes.

Por sua vez, uma populagdo de individuos € representada por
Pi=[Ly Iy Isy -+ Lo, (4.2)

em que /,,; € um individuo no instante ¢ € P € uma matriz m X n. Sejam as
seguintes definicdes

Definicao 1: Seja P; a populacdo de tamanho m. O estado da populagcdo em um
instante ¢ = ¢; € o conjunto de caracteristicas de cada individuo nesse instante.
Esse estado permanece constante por um intervalo de tempo At.

Definicao 2: Transicdo de um estado para outro ocorre quando pelo menos uma
caracteristica C,,, mudou de um ou mais individuos da populagdo.

Essa formulacgdo € bastante genérica, permitindo, ao incorporar vérias carac-
teristicas dos individuos, tornar o modelo MBI cada vez mais realistico. Seguindo
as premissas descritas na se¢ao 4.2.1, o modelo empregado passa a ter as seguintes
caracteristicas:
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e (] € [0,1,2]. Ou seja, o individuo pode estar no estado susceptivel, infec-
tado e recuperado respectivamente.

e (5 € aidade do individuo em anos. Sendo que em cada transi¢do esse valor
¢ adicionado de At.

e (5 é a maxima idade em que o individuo viverd. No momento do nasci-
mento do individuo esse valor € obtido por:

C3 = —pln(ay) 4.3)

em que u € a expectativa de vida da populagdo e a,, € uma varidvel aleatéria
com distribui¢do uniforme, contida entre os valores O e 1.

e (', é o tempo em anos que o individuo se encontra no estado infectante.

e (5 é 0 maximo tempo em que o individuo fica no estado infectante. Seme-
lhante a caracteristica ('3, o tempo mdximo em que o individuo fica infec-
tado € obtido a priori por:

Cs = —yIn(ay) (4.4)

em que 7y € o periodo infectante.

C, e C; sdo desnecessdrias para individuos suscetiveis e recuperados. Para
estes casos sdo consideradas iguais a zero V¢. O nimero de individuos suscetiveis,
infectados e recuperados em cada instante ¢ da populacdo € denotado por S;, I; e
R;, respectivamente.

Considere um exemplo. Um individuo representado por

Lnt(1;20,5; 68,2; 1/24; 3/24) (4.5)

¢ um individuo de 20,5 anos de idade, infectado, morrera aos 68,2 de idade, esta
infectado hd 1/24 ano (aproximadamente 15 dias) e sua infec¢@o durard 3/24 anos
(aproximadamente 45 dias). Veja Figura 4.2 para ilustracao do individuo com tais
caracteristicas.

A Figura 4.3 apresenta uma populacdo de individuos. Cada linha representa
um individuo. Assim, a populacio pode ser representada por:

Po=[L; Iy Iy Iz Is, [6,t]T (4.6)

e para exemplificar a leitura da matriz, o segundo individuo em ¢ = 0 € represen-
tado por I54(0; 7; 15;0; 0).
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Em cada instante de tempo, avalia-se o estado de cada individuo. A Figura 4.3
apresenta as possiveis transi¢cdes. Nessa figura sdo apresentadas as caracteristicas
(1 a C5 dos individuos. A seguir as alteragdes em ] sdo comentadas:

t=1 o I,((0;7;15;0;0) — I51(1;8;15;0;3).
Esse individuo foi infectado. O periodo infectante duraréd 3 anos.

t=2 e I37(0;60;60;0;0) — I52(0;0; 54;0;0).
Esse individuo suscetivel morreu e, no modelo, € substituido por um
individuo com Cy = 0 e C5 = 54.
o ,1(1;31;70;2;2) — 142(2;32;70;0;0).
Esse individuo tornou-se recuperado.

t =3 e Nao houve alteracdes no estado epidemiolégico dos individuos.

t=4 e I55(1;23;70;3;3) — I54(2;24;70;0;0).
Esse individuo tornou-se recuperado.

t=5 e Ih,(1;11;15;3;3) — I55(2;12;15;0;0).
Esse individuo tornou-se recuperado.
o I.4(2;20;20;0;0) — I5(0;0;57;0;0).
Um individuo recuperado morre e nasce um novo individuo com esti-
mativa de vida de 57 anos.

Tempo
Maximo
de Infecgdo

Idade |Tempo de

Categoria | Idade Maéxima | Infecgdo

Exemplo

1 20,5 | 68,2 | 1/24 | 3/24

Figura 4.2: Individuo no MBI.

No MBI utilizado neste trabalho, um individuo € representado por cinco ca-
racteristicas. C: categoria 0,1,2, respectivamente, suscetivel, infectado e re-
cuperado. Cs: idade em anos. C'3: idade maxima que o individuo vivera. Cy:
periodo infectante. C's: tempo maximo de infec¢@o.
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012 65 0 O 0 1365 0 O 014 65 0 O
0 715 0 0 1 815 0 3 1 915 1 3
059 61 0 0 0 60 61 0 O 0 054 0 0
1 3070 1 2 1 31 70 2 2 23270 0 0
1 2070 0 3 1 21 70 1 3 12270 2 3
2 1520 0 O 216 20 0 O 2 1820 0 O
t=0 t=1 t=2
0 1565 0 0 0 16 65 0 0 017 65 0 0
1 10 15 2 3 1 11 15 3 3 21215 0 0
0 154 0 0 0 254 0 O 0 354 0 0O
23370 0 O 23470 0 O 23570 0 O
1 23 70 3 3 22470 0 0 22570 0 O
21920 0 O 22020 0 O 0 057 0 0
t=3 t=4 t=5

Figura 4.3: Transi¢des em um MBI.

O modelo MBI apresentado possui seis individuos. As transi¢des ocorrem em
um intervalo de 1 ano. Sdo apresentados seis instantesde t = 0at = 5. P, =
L1y Ioy I3y Isy Isy IG,t]T. Para exemplificar a leitura da matriz, o
segundo individuo em ¢ = 0 € representado por I3 o(0; 7; 15;0;0).

4.2.3 Algoritmo do MBI

A Figura 4.4 mostra o fluxograma do MBI. A populacdo inicial € determinada
de modo aleatério. Em cada instante de tempo, cada individuo é considerado
e verifica-se por meio de distribui¢des probabilisticas qual a transicao ocorrera.
Ap6s os N individuos serem avaliados, o tempo de simulacdo € incrementado
em At. O algoritmo termina quando o tempo de simulacéo atinge o valor final
t¢. Utilizando a formula¢do matematica (se¢do 4.2.2) e a Figura 4.4, apresenta-
se o algoritmo para o MBI, conforme Figura 4.5. Na secdo A.l encontra-se a
implementagao desse algoritmo, utilizando a linguagem de programacdo Matlab
(Martinez e Martinez, 2002).
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Populagéo
Inicial

Fim

m=1

Individuo

Sim m=m+1
Nao

Transi¢ao para 0

Transicdo para 1
Nao
Infectado
Sim
Nao
Recupera
Sim

Transicdo para 2

Figura 4.4: Fluxograma do MBI

Fluxograma do MBI. A populacio inicial é determinada de modo aleatério.
Em cada instante de tempo, cada individuo é considerado e verifica-se por
meio de distribuicdes probabilisticas qual a transicdo que ocorrerd. Apds os
N individuos serem avaliados, o tempo de simulagdo é incrementado em At.
O algoritmo termina quando o tempo de simulagéo atinge o valor final 5.
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inicio-algoritmo

Defini¢do dos parametros iniciais: N, At, v, u, 8
Determinagdo da populagdo inicial £, .
parat < 1 até ¢, faca

param « 1 até N faca
s€ 11(Co) > It (C3) {Morte}
[m,t([cl; Cy; Cy; 05]) —0
I4(C3) < —pln(ay)
sendo
se I,,+(C1) = 0 {Infeccao}
ind < n,, {Sorteio de um individuo para encontro }
Efind,t(cl) =1
L,+(Cy) < 1 {Com ;% }
I:(Cy) <0
I +(C5) — —v1In(ay)
fim-se

Im,t(04) — m,t(c4) + At
fim-se
fim-se
L t(Co) «— I, 1(Co) + At
fim-se

fim-para

fim-para

fim-algoritmo

Figura 4.5: Algoritmo do modelo baseado em individuos — MBI
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4.3 Simulacao do MBI

4.3.1 Realizacao Estocastica

A seguir comenta-se uma realizacdo do MBI. A Figura 4.6 mostra a realiza¢do
de uma simulacdo do MBI. Os parametros utilizados para esta simulacdo estao
descritos na legenda da figura.

Ao comparar as Figuras 4.6 e 2.5, percebe-se que o nimero de individuos sus-
cetiveis comporta-se de modo semelhante. Em ambas as simulacdes, a populacao
de suscetivel é alta no inicio e sofre um decrescimento vertiginoso logo em se-
guida. Depois disso, cresce e oscila em torno de um valor que corresponde ao
ponto fixo. Uma diferenca marcante ocorre em regime permanente. Nessa situa-
¢do, enquanto no modelo SIR o nimero de suscetiveis se estabiliza para um valor
fixo, o nimero de suscetiveis do MBI permanece com flutuacdo caracteristica de
modelos estocasticos. Um coroldrio desta afirmacdo € que existe uma probabili-
dade ndo-nula de que possa ocorrer uma erradicagdo da doenga. Esse € um fato
importante, pois mesmo em uma situacdo que o modelo tenha parametros que o
levem a uma situacao endémica, pode haver a erradicacdo da doenca. Esse cendrio
ndo é possivel de ser constatado usando o modelo SIR classico. A Figura 4.7 mos-
tra, em detalhe, as flutuacdes do nimero de individuos suscetiveis, recuperados e
infectados. No instante ¢ ~ 85 o nimero de infectados € apenas 10, igual ao valor
da condicao inicial. Existe uma probabilidade ndo-nula dos infectados morrerem
antes de contaminar outros individuos. Essa probabilidade serd avaliada na se¢do
4.4.

Por um lado, essas flutuacdes parecem desejdveis, pois existe uma possibi-
lidade de erradica¢do da doenca. Por outro lado, quando se considera o aco-
plamento entre populagdes, a estocasticidade € um componente importante para
compreender a persisténcia de doengas infecciosas (Earn et al., 1998). Pois € pos-
sivel haver um aumento do nimero de individuos infectados devido a movimentos
migratdrios.

4.3.2 Comparacao MBI e SIR

Como o MBI utiliza as mesmas premissas do modelo SIR, acredita-se que haja
uma certa equivaléncia entre esses modelos. Ao levar em conta que o modelo é
discreto, pode-se atribuir a seguinte relacao

B, = At3. (4.7)

Essa relagdo € evidenciada numericamente simulando o modelo SIR e o MBI
A Figura 4.8 apresenta esses resultados. Detalhes da simulagcdo na legenda da
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Figura 4.6: Simulag¢do do MBI.

Simula¢do do MBI para um caso com persisténcia de infecciosos. Os pardme-
tros utilizados foram: N = 1000, At = 0,1, u = 1/60, v = 1/2,5 51 = 0,25.
A condig¢do inicial foi Sg = 0,9N, Iy = 0,01N e Ry = N — Sy — Iyp. Em
t = 0, C foi obtido com 0,254 e Cy, com 0,25+. Rotina: mbi . m.

200

v 150

70 75 80 85 90 95 100

Figura 4.7: Simula¢do do MBI — detalhe Figura 4.6.

Detalhe da Figura 4.6. Observe que o nimero de infectados aproxima-se de
zero. Rotina: mbi . m.
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figura. Para trés valores de (3 e 1, mantendo-se a relacdo (4.7), o comportamento
visivelmente semelhante. 3

0 50 100 150 200 250 300

Figura 4.8: Comparacgao entre MBI e SIR.

Comparacao entre MBI (-) e SIR (0). Os parametros utilizados sdo: N =
1000, 6t = 0,1, v = 1/3, p = 1/60. (a) B8 = 2, B = 0,2. (b) B = 2,5,
Br = 0,25. (¢) B =3, By = 0,3. Rotina: compsirmbi.m. Nos trés graficos
apresenta-se o nimero de suscetiveis ao longo do tempo.

4.3.3 Simulacao Monte Carlo

Neste item, o MBI sera avaliado utilizando o método de Monte Carlo (Aiello e da
Silva, 2003; Martinez e Martinez, 2002). Esse método consiste em simular o mo-
delo muitas vezes e em situacdes aleatoriamente diferentes e analisar o conjunto
de dados obtidos. Duas andlises sdo feitas. A primeira consiste em avaliar todas
as simulacdes em um unico grafico (Figura 4.9). A segunda, consiste na andlise
da média e desvio padrdo das simulagdes obtidas (Figura 4.10).

Na Figura 4.9, observa-se a possibilidade de que haja comportamentos dina-
micos diversificados. Em particular, os saltos que ocorrem na varidvel S e R
aproximadamente em ¢ = 40.

A Figura 4.10 apresenta a média e a faixa de um desvio padrdo (na vertical)
para mais e para menos. Observe que a média possui comportamento similar

3Nio se estd interessado em validar o MBI por meio do modelo SIR. Se assim fosse, poder-
se-ia empregar algum indice de erro quadratico, como o RMSE ou outra técnica de validagdo
(Aguirre, 2004).
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ao modelo SIR. Mas é com o auxilio da Figura 4.11 que o MBI mostra uma
de suas principais caracteristicas. A média de infectados gira em torna de 40.
Nesse grafico apresenta-se a variacdo com trés desvios. Observe que na maioria
dos instantes apresentados, hd uma probabilidade ndo-nula de que ocorra uma
realizacdo que leve o nimero de infectados a zero, ocorrendo assim a erradicagao
da doenca. Observe que proximo a ¢ = 40, ha uma das maiores probabilidades de
erradicagdo. Isso explica a existéncia de saltos na Figura 4.9, conforme serd visto
na secao 4.3.3. Essa observagdo € a motivagao para o cdlculo da probabilidade de
erradicacdo na secao 4.4.

0 e i e

0 50 100 200

0 50 100 150 200 250 300
tempo

Figura 4.9: Simula¢do Monte Carlo do MBI.

Simula¢do Monte Carlo do MBI para um caso com persisténcia de infecci-
0so0s. Os pardmetros utilizados foram: N = 1000, At = 0,1, u = 1/60,
v = 1/3 pr = 0,25. A condigéo inicial foi Sy = 0,9N, Iy = 0,01N e
Ry =N —5y—Iy. Emt = 0, Cs foi obtido com 0,251 ¢ Cy, com 0,25.
Foram feitas 100 simulacdes que sdo mostradas simultaneamente. As popu-
lagdes iniciais sdo iniciadas aleatoriamente em cada simulagcdo. Observe que
pelo efeito estocastico, hd realizagdes em que os valores de S e R saltam do
valor médio e tendem a estabilidade no mdximo e minimo valor, respectiva-
mente. Rotina: mcmbi . m.
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0 50 100 150 200 250 300
tempo

Figura 4.10: Simulacdo Monte Carlo do MBI — média e um desvio.

Simulagdo Monte Carlo do MBI para um caso com persisténcia de infecci-
0s0s. Os parametros utilizados foram: N = 1000, At = 0,1, u = 1/60,
v = 1/3 pr = 0,25. A condi¢@o inicial foi Sy = 0,9N, Iy = 0,01N e
Ry =N —59— 1. Emt = 0, C5 foi obtido com 0,25 ¢ Cy, com 0,25+.
Foram feitas 100 simulagdes. (-o0-) indica a média das simulagdes. As bar-
ras verticais indicam a distancia de um desvio padrio. (a) Suscetiveis. (b)
Infectados. (c) Recuperados. Rotina: mcmbi . m.
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Figura 4.11: Simulacdo Monte Carlo do MBI — detalhe da Figura 4.10(b)

Simula¢do Monte Carlo do MBI — média e trés desvios — detalhe da Figura
4.10(b). Nessa simulac@o os limites foram expandidos para trés desvios.
Uma linha constante é colocada em zero para facilitar a observacdo de que
existe uma probabilidade ndo-nula de erradicacdo na maioria dos instantes
apresentados. Rotina: mcmbi . m.

4.4 Probabilidade de Erradicacao

Nesta secdo, pretende-se calcular a probabilidade de erradicacdo da doengca em
uma populagdo apés um intervalo de tempo At, dado um conjunto de individuos
infectados.

Primeiramente, analisa-se o caso de uma populagdo com apenas um individuo
infectado. A Figura 4.12 apresenta um fluxograma do que pode acontecer com o
individuo infectado. Inicialmente, avalia-se aleatoriamente se o individuo morre.
Se ndo morre, o individuo pode infectar um outro individuo. Em seguida, pode
ocorrer a transi¢do para estado recuperado. A probabilidade de um individuo
infectado morrer no instante ¢ é

| Ip(Co)
Pom = I—e o (4.8)
e de se recuperar
 Ina(Cy)
pam=1—c¢ T (4.9)

E necessdrio agora calcular a probabilidade de um individuo suscetivel de en-
contrar com um individuo infectado e ndo se infectar. Levando em conta que a
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probabilidade de encontrar cada um dos individuos infectados é a mesma, a pro-
babilidade de um individuo nao infectar um outro é
BrSi

pim=1-— N (4.10)

Individuo
Infectado

Sim

Prevaléncia Prevaléncia

Figura 4.12: Probabilidade de erradicacdo de uma doencga

Probabilidade de erradicagdo de uma doenca para um individuo infectado. O
individuo infectado pode morrer com uma probabilidade py ,,,. Se caso ele
sobreviver, o individuo pode recuperar-se com uma probabilidade p> ,,,. A
probabilidade do individuo nao infectar, ou seja, transmitir a doenga para um
outro individuo € py p,.

Ocorre a erradicacdo quando o individuo morre. Se caso ele ndo morrer, pode
ocorrer também a erradicag@o se o individuo se recuperar e nao houver transmis-
sdo da doenca a outro suscetivel. Assim a probabilidade de erradicacio da doenga,
quando hd apenas um individuo infectado, pode ser expressa por:

Ple = Pom + (1= Pom)P2,mP1m- 4.11)

No caso de haver mais de um individuo infectado, assume-se que as proba-
bilidade relacionadas a cada individuo sdo eventos independentes. Desse modo,
pode-se expressar a probabilidade de erradicacdo para /; individuos infectados
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por:
Iy
th = (plmt)
m=1
I
= (pO,m + (1 - pO,m)pQ,mpl,m) (4.12)
m=1
It Im, (C2) Im, (C2) Im, (Cq)
= H [(1—6_ tu )—i—(e_ tu > (1—6_ tv > (1—ﬂ]1\}gt>].
m=1

Para exemplificar considere P,_;, na Figura 4.3. Considere ainda os seguintes
parAmetros: = 1/60,v = 1/3, § = 0,25. Por meio de (4.12), a probabilidade de
erradicagdo € 3,858%. Para validar este resultado, bem como a expressao (4.12),
fez-se uso da simulagdo Monte Carlo. O MBI foi simulado dez mil vezes com
os parametros acima mencionados. A Figura 4.13 (a) apresenta a evolugdo do
percentual de erradicacdo da doenca no instante seguinte ao longo de dez mil
simulacoes. A Figura 4.13 (b) mostra o histograma do percentual de erradicacao,
na qual a parte transitéria, os primeiros 4000 pontos, foi desprezada. O percentual
obtido de erradicagdo foi 3,856 £ 0,056, praticamente idéntico ao obtido pela
expressao (4.12).

O célculo da probabilidade de erradicacao também foi avaliado para uma outra
situagdo com os seguintes parametros: N = 50,: = 1/60, v = 1/3, 5 = 0,25,
I, = 3, Sy = 47. Os individuos infectados possuem as seguintes caracteristicas:

Liso(1; 15,00; 114,40: 0,00; 3,90)
Lgo(1;45,00; 59,05: 1,00: 1,94)
Is00(1;21,00; 76,40; 1,00; 0,16)

Utilizando a expressao (4.12), obtém-se pp,_, = 6,128. Por meio da simulagdo
Monte Carlo, pp,_, = 6,246 + 0,079. 4

4.4.1 Influéncia do Tamanho da Populacao

Com o célculo da probabilidade € possivel avaliar uma outra importante caracte-
ristica que alguns autores mencionam na literatura. Trata-se da influéncia do tama-

4A diferenca observada pode ser explicada devido ao niimero de simulacdes. Para populagdes
maiores, /N = 1000, também observou-se essa diferenca. Simula¢des com valores de IV igual ou
superiores a 1000 e simulagdes Monte Carlo com mais de dez mil realizagdes ndo foram efetuadas
neste trabalho devido ao elevado esforco computacional necessario.
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Figura 4.13: Probabilidade de erradicacio no passo seguinte — simulagdo Monte Carlo do
MBI

Probabilidade de erradicacdo no passo seguinte — simulagdo Monte Carlo do
MBI. (a) Percentual de erradicacido ao longo das dez mil simulacdes. (b)
Histograma do percentual de erradicacdo. Desprezou-se os 4000 primei-
ros pontos. O percentual médio do histograma € 3,856 £ 0,056. Rotina:
mcprobab.m.

nho da populacio na probabilidade de erradicacido da doenca (Keeling e Rohani,
2002; Lloyd, 2001). Para avaliar essa caracteristica, considere o seguinte cenario:
v=1/3,u=1/60, 5; = 0,25, S; = 0,8N, I, = 0,01 N. As caracteristicas C e
C} sdo estimadas de modo idéntico as caracteristicas C5 e C'5 por meio de (4.3) e
(4.4), respectivamente. Utilizando (4.12) e simulando 100 realiza¢des, obtém-se
os resultados apresentados na Figura 4.14. Esse € o resultado interessante, que
também pode ser observado diretamente de (4.12), pois demonstra que a erradica-
¢do de doencas em populacdes menores possui uma probabilidade maior. Apesar
de tedrico, pode ser tomado como principio para a criagdo de animais distribuidos
em rebanhos menores.

4.4.2 Reducao da Populacao

Neste item, serd abordado um cendrio possivel do setor agropecudrio. Foi obser-
vado na se¢do 4.4.1 que a probabilidade de erradicagdo aumenta com a diminuicao
da populacdo. Uma aplicacao desta afirmativa pode ser avaliada na reducao do ta-
manho de rebanhos em unidades menores. Na avaliacido deste cendrio o modelo
SIR serd comparado com MBI.

O cendrio se constitui da seguinte forma: N = 500, u = 1/60, v = 1/3,
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Figura 4.14: Probabilidade de erradicacdo em funcdo da populagao.

Probabilidade de erradicacdo em funcdo da populacdo. Pardmetros: v = 3,
w=1/60,1/3 g = 0,25, S, = 0,8N, I, = 0,01 N. As caracteristicas Co
e Cy sdo estimadas das mesma forma as caracteristicas C3 e C5 por meio de
(4.3) e (4.4), respectivamente. O gréfico apresenta a média (-o-) e a faixa de
um desvio padrio, calculados a partir de 100 realizacdes de (4.12). Rotina:
probabn.m.

B =5, B = 0,5. Inicialmente, 99% da populacdo € suscetivel e 1% estd infec-
tado. Esse cendrio pode representar uma fazenda com 500 animais. A Figura 4.15
apresenta os resultados para este cendrio, obtidos pelo MBI e modelo SIR. No
modelo SIR, hé estabilidade em um valor endémico. No MBI o valor médio tam-
bém se estabiliza, mas hd uma probabilidade ndo-nula de erradica¢do. Assume-se
que as oscilagdes em torno da média possuem distribuicdo normal. Desse modo,
pode-se calcular a probabilidade de erradica¢do em cada instante. A maxima pro-
babilidade de erradicagdo para a regido de regime permanente (¢t > 20) é de 1,8%
e acontece aproximadamente em ¢t = 97.

Avalia-se agora o que acontece se essa populacdo for subdividida em dois gru-
pos: um de 300 individuos e outro de 200 individuos. O percentual de suscetiveis
e infectados € mantido igual nos dois grupos. As Figuras 4.16 e 4.17 representam
as simulagdes para as subpopulagdes de 300 e 200 individuos respectivamente.
Somando-se o nimero de infectados das duas subpopulacdes, obtém-se 0 mesmo
numero de infectados da populacdo com 500 individuos. Na subpopulacido de
300 individuos, a probabilidade de erradicacdo aumentou para 25,3% e para a
subpopula¢ao de 200 individuos, esse valor foi de 41,1%. Esse aumento da pro-
babilidade de erradicacdo era esperado, conforme pode ser visto na Figura 4.14.
N3ao se pode afirmar com isso que fazendas devam ser subdivididas, pois nao se
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investigou o custo associado a essa subdivisdo; mas pode-se seguramente apontar
que este aumento na probabilidade de erradicacdo possa ser mais um elemento
a ser analisado no gerenciamento de fazendas. Nas Figuras 4.16 (a) e 4.17 (a),
percebe-se também uma ligeira tendéncia da média em atingir o valor zero (mais
expressivamente em 4.17 (a)). Isso reforca ainda mais a importincia de se levar
em conta o tamanho da populacdo.
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Figura 4.15: Cendrio 1 — populagdo com 500 individuos.

Cendrio 1 — populacdo com 500 individuos. (a) MBI: (-0-) média de 50 reali-
zacdes, (—) As barras verticais indicam a distincia de trés desvios padrao. (b)
Modelo SIR. Veja texto para detalhes do modelo. Rotina: fazendas .m.

4.5 Conclusoes do Capitulo

Este capitulo apresentou uma abordagem estocdstica para a modelagem de epi-
demias. A partir de premissas epidemioldgicas, foi elaborada uma formulacao
matematica para modelos baseados em individuos (MBI). A formulacdo matema-
tica € geral e pode levar em conta caracteristicas fisicas, espaciais, sociais dos
individuos.

Neste capitulo, foi dada aten¢do para um caso particular em que o individuo
pode assumir trés classes: suscetiveis, infectados e recuperados. Para esse caso,
foi apresentado um algoritmo, cujas simulagdes foram apresentadas na se¢do 4.3.
A simulag¢do estocdstica permitiu avaliar que o sistema possui uma probabilidade
de erradicacdo da doenca mesmo para uma situacdo em que os individuos infec-
tados tendem a um valor estavel ndo-nulo. Essa situacdo no modelo SIR equivale
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Figura 4.16: Cenério 2 — subpopulag¢do com 300 individuos.

Cendrio 2 — subpopulagdo com 300 individuos. (a) MBI: (-0-) média de
50 realizacdes, (—) As barras verticais indicam a distancia de trés desvios
padrdao. (b) Modelo SIR. Veja texto para detalhes do modelo. Rotina:
fazendas.m

(a) (b)
250 . . . . 250 T
200 J 200}
150 1 150}
h 100} 4 B 100
50

L L L L L
0 50 100 150 200
t

Figura 4.17: Cenério 2 — subpopula¢do com 200 individuos.

Cenério 2 — subpopulagdo com 200 individuos. (a) MBI: (-0-) média de
50 realizacdes, (—) As barras verticais indicam a distancia de trés desvios
padrdo. (b) Modelo SIR. Veja texto para detalhes do modelo. Rotina:
fazendas.m
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ao estado endémico do modelo. Na se¢do 4.4 foi desenvolvido uma expressdo
para o calculo da probabilidade de erradicacdo (4.12). A média do percentual de
erradicacdo ao longo de dez mil realiza¢des converge para o valor calculado por
(4.12).

Interessante observar que a abordagem apresentada permite a extensdo para
variantes do modelo SIR. Uma possibilidade é o modelo proposto por (Piqueira
et al., 2005) para o estudo da propagacdo de virus de computador. Além das
categorias cldssicas presentes no modelo SIR, a populacdo € dividida em uma
outra categoria, Antidoto, de individuos equipados com eficientes programas anti-
virus. Piqueira et al. (2005) realizam as simulagdes com uma populagdo de 50
computadores, cendrio em que essa pequena populagcdo tornaria a investigacao
dos aspectos estocdsticos ainda mais relevante.

A importancia do tamanho da populacdo de um rebanho € um item importante
dentro do setor agropecudrio. Takahashi et al. (1997) desenvolveram uma aborda-
gem baseada em sistemas dinamicos lineares para minimizar o custo de ampliacao
de uma fazenda de gado. O calculo da probabilidade de erradicacdo de um doenca
pode ser incorporado como restri¢do ou como um outro objetivo a ser avaliado.

Acredita-se que um ponto importante neste capitulo seja a elabora¢do de uma
metodologia que permita a andlise de fendmenos associados a um niimero finito
(possivelmente pequeno) de individuos, ao contrdrio da premissa de continuidade
do modelo SIR, que implica, de fato, na premissa de um nimero aproximadamente
infinito de individuos.

Um dltimo aspecto a se destacar € que estratégias de modelagem empregada
para o MBI, tornam a simula¢do mais complexa. Peck (2004) afirma que em
tal circunstancia, a simulacdo “deve ser vista como um outro experimento para
explorar os ganhos obtidos a partir deste modelos computacionais’.






Capitulo 5

Controle de Epidemias

“Disse-lhe: “Se ouvires a voz do Senhor, teu Deus, e fizeres
0 que ¢é reto aos seus olhos, se inclinares os ouvidos as suas
ordens e observares todas as suas leis, ndo mandarei sobre ti
nenhum dos males com que acabrunhei o Egito, porque eu sou
o Senhor que te cura.”

Exodo, 15, 26

5.1 Introducao

Um dos principais objetivos da modelagem de sistemas epidemioldgicos € a possi-
bilidade de se usar alguma estratégia de controle (Clancy, 1999). H4 na literatura
duas formas de encarar um modelo epidemioldgico e propor alguma estratégia de
controle. Na primeira, obtém-se um controlador a partir das equagdes que descre-
vem o modelo. Dentre as estratégias possiveis, cita-se o controlador PID (Ogata,
2003; Dorf e Bishop, 2001). Essa abordagem pode ser vista em trabalhos como
(Ghezzi e Piccardi, 1997), em que os autores aplicam o controle PID em siste-
mas epidemioldgicos. A segunda possibilidade € propor um controle que leve em
conta o contexto de aplicacio (Kretzschmar et al., 2004). Nessa forma, o modelo
utilizado é de fundamental importancia para levar em conta aspectos especificos.
Essa segunda forma norteia os resultados deste capitulo.

Embora o modelo usado neste trabalho seja simples, algumas importantes con-
clusdes podem ser obtidas. Na verdade, modelos simples sdo amplamente usados
na Biologia (veja uma aplicacdo de técnicas simples na modelagem do cresci-
mento de corais marinhos em (Sanchez et al., 2004)), em particular na Ecologia e
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Epidemiologia. May (1976), em um de seus mais conhecidos artigos, mostrou que
modelos matematicos relativamente simples podem exibir dindmicas complexas e
podem facilitar a compreensao de importantes questoes.

Um outro aspecto que contribui para a utilizacdo de modelos simples pode
ser retirado do campo da sociodindmica (Weidlich, 2005) ou a epidemiologia so-
cial (Kawachi, 2002). Weidlich (2005) afirma que a “sociodinamica objetiva a
descri¢do de processo dindmicos na sociedade humana”. Processos na sociedade
humana sio extremamente complexos. Para minimizar essa complexidade, a so-
ciodinamica faz uso da simulacdo de cendrios. Miklashevich e Barkaline (2005)
descrevem um representacao matematica para a dinamica de um sistema social ba-
seado em estruturas hierdrquicas. Um cendrio representa as possiveis evolugdes
de acordo com o modelo. Weidlich (2005) afirma que “apds um ajuste correto dos
parametros a evolugdo real pode ser interpretada e prevista a partir dos modelos”.
Nesse sentido, os resultados aqui apresentados, apesar de simples e sem conexao
direta com a realidade, podem ser ajustados para uma situacao real especifica.

Neste capitulo trés metodologias sdo investigadas. Na primeira, utiliza-se con-
trole 6timo para um modelo continuo (Kirk, 1970; da Silva, 2003). O objetivo é
encontrar uma lei de controle, da qual possam ser retirados alguns principios ge-
rais, passiveis de serem empregados em outros modelos. A segunda abordagem
utiliza o algoritmo de otimizacao ndo-linear Nelder-Mead (Lagarias et al., 1998)
para formular uma vacinagao discreta, que na literatura tem sido conhecida como
vacinagdo por pulsos (Zhou e Liu, 2003; d’Onofrio, 2002; Lu et al., 2002; Liu e
Zhang, 2005). Por fim, utiliza-se modelos baseados em individuos (MBI). A me-
todologia desenvolvida no capitulo 4 deste trabalho, tem o mérito de tratar cada
individuo como entidade dnica e permitir a incorporagdo de caracteristicas tempo-
rais e espaciais intrinsecas, bem como aspectos estocasticos préprios dos sistemas
reais. E realizado o projeto para esses controladores a partir da premissa de si-
milaridade com o modelo SIR. O controle € projetado por meio do modelo SIR,
que representa a média. Esse controle, depois de projetado, pode ser avaliado em
MBI, para simular cendrios possiveis para uma populacio de dado tamanho.

5.2 Controle Otimo

Devido a pressao econOmica sobre as agéncias de governo em todo o mundo,
campanhas adequadas de vacinacdo sdo dificeis de executar (Gersovitz e Ham-
mer, 2004). Esse fato fez com que diversos pesquisadores voltassem sua ateng¢do
atencdo ao problema de controle étimo (Kirk, 1970). A busca para uma estratégia
eficiente de controle da transmissdo de doengas infecciosas pode ser encontrada
em (Francis, 2004; Behncke, 2000; Ogren e Martin, 2002). Aplicacdes do controle
6timo no tratamento da AIDS (Caetano e Yoneyama, 2002; Souza et al., 2000) e
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nas epidemias de Dengue (Caetano e Yoneyama, 2001) sdo exemplos de aplicacao
de controle 6timo.

Behncke (2000) usou varios modelos deterministicos do tipo SIR para o pro-
jeto de controladores 6timos. Ele usou vacinagdo, quarentena e promog¢ao de cam-
panhas educativas para satide como formas de controle. Francis (2004) aplicou um
controle 6timo para a gripe. Em (Ogren e Martin, 2002), o objetivo foi calcular
padrdes de vacinagdo 6timo para a propagacdo rapida de doencgas infecciosas em
dreas urbanas com grande mobilidade populacional. Os autores usaram o princi-
pio maximo de Pontryagin, que € usado também neste trabalho. Nos artigos acima
mencionados ha alguns resultados importantes para a pesquisa sobre epidemiolo-
gia. Entretanto, o significado da lei de controle 6timo para um sistema epidémico
ndo foi investigado. Esse assunto aparentemente recebeu pouca aten¢do na litera-
tura.

Nesta secdo, pretende-se mostrar como o controle 6timo pode ser aplicado ao
controle de doencgas infecciosas descritas por modelos SIR. O significado epide-
mioldgico do controle 6timo serd discutido.

5.2.1 O Controle Otimo

O controle 6timo consiste no problema de minimizar (Kirk, 1970):

J(Iwit) = /t " (1) (7)), 5.1)

sujeito a

dS/dt = upuN(1—v)—uS— BIS/N,
dr/dt = PBIS/N —~I — ul, (5.2)
dR/dt = ~I — uR+ vuN,

em que f.(-) é a fun¢do custo. Escolheu-se o ndimero de infectados ! € a taxa
de vacinacdo para compor a fungdo custo porque eles representam as varidveis
mais importantes e, na maioria dos casos, a maior parte do custo envolvido. A
forma quadratica basica foi escolhida. O objetivo nesse caso € minimizar o gasto
envolvido e o ndmero de infectados. Levando em conta pesos apropriados, ¢,
€ ¢, para a vacinacdo e o nimero de infectados, respectivamente. Esses pesos
incorporam informagdes sobre o preco da vacinacdo e custos associados a cada
individuo infectado. Assim f,. é expressa por:

fe(I(T) (7)) = (d10(7)* + ¢ (7)?) . (5.3)

Nio se pretende neste trabalho discutir o custo da vida de um individuo para o caso de epide-
mias em seres humanos.
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O principio maximo de Pontryagin, um método de calculo variacional, € usado
para resolver o problema de controle 6timo. E adotado o caso com tempo final
conhecido (da Silva, 2003). O Hamiltoniano é

H(S,I,Rut) = ¢’ +¢ol*+[p1 p2 p3][S 1 R]T
= 1% + @I + pi[uN(1 — v) — S — BIS/N] +
+p2[BIS/N =4I — pl] + ps[y] — pR +vuN], (5.4)

em que pi, pe2, ps sdo chamados de processos adjuntos. A dependéncia do tempo
das varidveis de estado e dos processos adjuntos foi omitida por questido de sim-
plicidade.

A acdo de controle v (vacinag@o) deve minimizar o Hamiltoniano, de tal forma
que, para um problema sem restricdes, seja necessario que

OH
En =0=2¢1v — p1uN + psuN. (5.5)
Reescrevendo (5.5) tem-se
«_ MN(p1—ps)
vt = ——, (5.6)
2¢1

A determinacdo do controle 6timo apresentado em (5.6), requer a solucdo das
equacoes diferenciais ordindrias, que sao obtidas por

OH  dp1

a5 E—p1u+p1ﬂ[/N—pzﬁf/N 5.7
oOH d

o7 = % = p1BS/N — poBS/N + pary + papt — p3y — 2191 (5.8)
8[—] . dp3 .

“orR T ar o2

e com os valores de contorno

[S(to) I(to) R(to)] = [So lo R (5.10)

[p1(ty) palty) p3(ty)] = [pu pa P, (5.11)

em que Sy, Iy e Ry sdo as condigdes iniciais; pi¢, por € p3r a0 as condigdes finais
para os processos adjuntos.

A rotina bvp4c, presente no software Matlab e desenvolvida por (Kierzenka
e Shampine, 2001), pode ser usada para encontrar as solucdes desse problema.
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Procedimento semelhante pode ser visto em Ogren e Martin (2002).

5.2.2 Resultados do Controle Otimo

Os parametros usados estdo descritos na Tabela 5.1. Esses parametros, relaciona-
dos ao modelo SIR, tentam simular uma cidade com a populacdo de 2 milhdes de
habitantes, uma expectativa de vida de 70 anos (;z ), taxa de contato 3 = 0,08, e
taxa de recuperagdo de v = 1/24, que significa um periodo de infec¢do médio de
15 dias. O custo mais alto associado ao parimetro ¢;, refere-se ao fato de que um
individuo infectado pode significar uma perda para abate, no caso de animais, ou
no caso de pessoas o custo de auséncia ao trabalho, assisténcia médica ou assis-
téncia social. Nao se pretende, contudo, que esses valores adotados tenham uma
correspondéncia direta com a realidade. Esse € um tema que se deseja investigar
no futuro.

Da secao 3.4, tem-se que o valor minimo para a erradicacdo da doenca no

modelo SIR é:
YA

'U>'UC: _——_—— (512)
(B)
O valor critico da vacinacdo, usando (5.12), é
1/24 4+ 1/70
e =1— ———=10,3006. 5.13
v 0,08 (5-13)

Na simulacdo para taxa de vacinacdo constante, foi usado v. = 0,40 para
garantir a erradicacdo da doencas.

As condig¢des iniciais do modelo tentam simular um cendrio em que hd uma
pequena populagdo de individuos infectados quando comparados ao nimero de
individuos infectados. Os processos adjuntos sdo ajustados para minimizar o ma-
ximo residuo do algoritmo bvp4c. 2

As Figuras 5.1 a 5.3 mostram uma compara¢do de resultados para o nimero

ZPara resolver um problema de valor de contorno, é necessario fornecer uma solucio inicial.
A qualidade da solucdo inicial pode ser critica para o desempenho do algoritmo. Entretanto, obter
uma solucdo inicial adequada pode ser a parte mais dificil do problema. Kierzenka e Shampine
(2001) afirmam que o conhecimento fisico do problema é importante para essa tarefa inicial e
sugerem um método interativo para aprimorar a solugdo inicial. Neste trabalho, a solucdo ini-
cial para as varidveis de estado .S, I e R foram obtidas pela expectativa de haver a erradicacdo
da doenga (ver a Tabela 5.1). Os valores para os processos adjuntos foram obtidos por tenta-
tiva e erro. Outras informagdes sobre a rotinas podem ser obtidas no tutorial disponibilizado em
http://www.mathworks.com/bvp tutorial. Como o problema € dependente das condi¢des iniciais,
ndo se pode afirmar que a solug@o obtida seja uma solugdo global. Ao contrdrio, é mais provavel
que seja um minimo local. Esse problema pode ser resolvido por meio de métodos de otimizagao
estocasticos (Nascimento Jr. e Yoneyama, 2000; de Almeida et al., 2005), investigacdo que se
deseja fazer no futuro.


http://www.mathworks.com/bvp~tutorial
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Tabela 5.1: Parametros usados para o projeto do controle 6timo.

Pardmetros usados para o projeto do controle 6timo. As condigdes iniciais Sy,
Iy e Ry foram estabelecidas em fun¢do das caracteristicas de estabilidade do
modelo SIR. Os processos adjuntos, pis, por € p3¢, foram obtidos por tentativa

€ CITO.
| Parfmetro | Valor | Unidade | ParAmetro | Valor | Unidade |
1 1/70 ano ! N 2.000.000 | individuo
3 0,08 (S xano)~! y 1/24 ano ™!
¢ | 1x10t |- é |5 -
to 0 ano t 1000 ano
So 0,949 x N | individuo Iy 0,001 x N | individuo
Ry 0,05N individuo D1t 100 -
Dot 20.000 — D3t 0,01 —
Ve 0,40 —

de individuos infectados, vacinacgdo e custo associado, respectivamente. Em cada
figura, ha trés simula¢des: vacina¢do obtida por controle 6timo, vacinagdo com
taxa constante e sem vacinacdo. O custo total em cada situacao foi normalizado.

O peso para o nimero de infectados foi variado e os resultados sdo apresenta-
dos na Tabela 5.2. Controle 6timo representa 0 minimo custo, exceto para o caso
de ¢» = 0,1, neste caso o sistema sem vacinagdo representa o minimo valor.

Tabela 5.2: Custo (5.1) para diferentes valores de ¢o.

Custo (5.1) para diferentes valores de ¢ e valor fixo ¢; = 1 x 10''. O custo
total em cada situacdo foi normalizado. Rotina: sirtab.m
’ o)) \ Controle 6timo \ Vacinagdo constante \ Sem vacinacdo ‘

100 | 2,7431 x1073 7,9342 x1073 1,0000

10 | 2,7217 x1073 7,8236 x1073 1,0000 x10~*
1 2,7196 x1073 7,8126 x1073 1,0000 x 102

0,1 | 2,7194 x1073 7,8115 x1073 1,0000 x 1073

Uma outra importante caracteristica da aplicacdo do controle 6timo pode ser
retirada da Figura 5.4. Usando os parametros da Tabela 5.1 e andlise de esta-
bilidade do ponto fixo P; (se¢do 3.3), um estado endémico ocorre quando 3 >
v+ pn = 0,056. Nesse caso, P, ndo é estavel. (3 foi variado de 0,056 a 0,1. O
primeiro valor do controle 6timo v*(0) e o valor correspondente v, para cada va-
lor de 3 sdo apresentados na Figura 5.4. Os valores iniciais do controle 6timo
sdo mais altos do que o valor critico da vacinagdo para a faixa de J acima do va-
lor critico. Como os valores de 3 podem ser significativamente maiores do que



5.2 Controle Otimo 97

4000 @
2000 1
ol
2000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
4000 ®

2000

I I I I . . .
0 5100 200 300 400 500 600 700 800 900  100C
x 10 (©)

. . . . .
500 600 700 800 900 1000
t

0 ! . . .
0 100 200 300 400

Figura 5.1: Aplicagdo do controle 6timo: niimero de individuos infectados.

Aplicagd@o do controle 6timo: nimero de individuos infectados. Os parame-
tros utilizados no modelo e para o controle 6timo estdo na Tabela 5.1. (a) Va-
cinacdo obtida por controle 6timo (5.6). (b) Vacinacido Constante v, = 0,40.
(c) Situacdo sem vacinacdo. As condi¢des iniciais para cada grafico sdo as
mesmas. Rotina: sirbv.m.
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Figura 5.2: Aplicacdo do controle 6timo: taxa de vacinagdo.

Aplicacdo do controle 6timo: taxa de vacinacdo. (—) controle 6timo. (-:--)
vacinacgdo constante v. = 0,40. (-0-) sem vacinacdo. A taxa de vacinac¢do
constante ¢ obtida por (5.12). A taxa de vacinacdo 6tima é obtida por (5.6).
Rotina: sirbv.m.
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Figura 5.3: Aplicacdo do controle 6timo: custo.

Aplicag@o do controle 6timo. O custo € obtido por (5.1) em trés situagdes.
(=) controle 6timo (5.6). (---) vacinacdo constante v, = 0,40. (-0-) sem vaci-
na¢do. O custo total em cada situag@o foi normalizado. Percebe-se que para
essa situagdo o controle 6timo possui melhor desempenho a partir de ¢ ~ 400.
Rotina: sirbv.m.

o valor critico para doencas (veja Tabela 2.1), esse fato pode ser importante em
situagdes praticas. Mesmo ndo se conhecendo todos os parametros de um sistema
real, iniciar uma campanha com um valor de vacinacdo o mais alto possivel pode
ser um importante aspecto para reduzir os custos associados.

5.2.3 Discussao

O primeiro ponto a ser discutido é o nimero de infectados. A campanha com
vacinagdo Otima apresenta diferencas significativas quando comparada a vacina-
cdo constante (Figura 5.1). Ambas metodologias garantem a erradica¢io, mas os
picos dos individuos infectados e o instante de erradicacdo sdo diferentes. O con-
trole 6timo leva um ter¢o do tempo para erradicar, quando comparado a vacinagao
constante. O maximo numero de infectados no caso do controle 6timo € 50% mais
baixo do que para o caso de vacinacdo constante. O sistema sem vacinagdo nao
erradica a infecgdo e se estabiliza em 1,5 x 10° individuos infectados.

Em segundo lugar, a vacinagdo para as trés situacdes sdo também diferentes,
como pode ser visto na Figura 5.2. A vacinag@o 6tima inicia com um nivel maior
do que a vacinagdo constante para 3 > 0,064. O controle 6timo comeca com
um valor alto e decresce suavemente até se anular em ¢ ~ 300. Acredita-se que
1sso possa indicar um importante principio para uma campanha de vacinagdo. A
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Figura 5.4: Valores iniciais do controle 6timo v* e vacinagdo constante v,

Valores iniciais do controle 6timo v* (—) e vacinagdo constante v, (-0-) para
diferentes valores de (3. Percebe-se que para faixa de 5 > 0,064, a campanha
de vacinacdo projetada por controlador 6timo inicia com um valor superior ao
minimo necessdrio obtido pela andlise do modelo SIR. Rotina: optsir.m

campanha deve iniciar com um alto valor e a seguir reduzi-lo (veja Figuras 5.2
e 5.4). Resultados similares foram encontrados por Caetano e Yoneyama (2001),
em que os autores indicam a importancia de um grande investimento no inicio de
uma determinada campanha.

Um outro aspecto importante é que o uso do méximo principio de Pontryagin
permite a geracdo de uma func¢do analitica para a lei de controle 6timo. A equagao
do controle € reescrita abaixo:

. pN (p1 —P3).

201

v* depende diretamente de /V e . O tamanho da populacdo € considerado um
importante parametro para indicar a persisténcia de doencas infecciosas (Gamarra
etal., 2001). Embora, na pratica ndo ocorram campanhas de vacina¢do obtidas por
controle 6timo, o reconhecimento de que niveis de vacinagdo estdo associados
ao tamanho da populacdo podem orientar a formacdo de populacdes menores.
Esse resultado pode ser implementado no setor agropecudrio, em que rebanhos
de animais poderiam ser criados em fazendas com uma populagdo menor. Além
disso, a vacinacdo € inversamente proporcional ao seu préprio peso. Esse é um
resultado intuitivo, que com esta formulacdo ganha um embasamento matematico.
A dependéncia da vacinacdo com p; € ps serd investigada em trabalhos futuros.
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Finalmente, a Figura 5.3 apresenta o custo acumulado para os trés casos es-
tudados. Os resultados indicam que a auséncia de vacina¢ao possui 0 custo mais
elevado a longo prazo, enquanto que o controle 6timo, possui 0 menor custo, e
a vacinagao constante, um custo intermedidrio. A curto prazo, o custo total do
controle 6timo € mais alto do que nos dois outros casos. Vale ressaltar, que esses
resultados dependem da escolha dos pesos ¢ € ¢o.

5.3 Controle por Pulsos

Nesta secdo discute-se a aplicacdo do método de otimiza¢ao ndo-linear baseado
no algoritmo de Nelder-Mead (Lagarias et al., 1998) no projeto de vacinac¢do por
pulso. * Considera-se que a vacinagdo por pulso possua periodo e intensidade
constante ao longo de um intervalo de tempo de interesse. Assim a vacinacao
pode ser expressa por

vp=pr Y 0(t —nT), (5.14)
n=0

em que py € o percentual da populacdo vacinada, 7} € o intervalo de tempo entre
dois pulsos e §(t) é a funcdo delta de Dirac (Oppenheim e Willsky, 1997). A
funcdo custo sugerida é

t=ty

Z (011(2)* + davy()?) | + vs, (5.15)

t=0

1

T,

p

o
pr— 1

em que vy = 0 para 0,01 < pr < 0,99 e T}, < 0,01; de outra forma, vy = 00;
¢1 € ¢ sdo os pesos para funcdo custo. Neste trabalho, apenas por questdo de
simplicidade, considera-se ¢; = ¢o = 1. Minimizar J, leva em conta o nimero de
individuos infectados e a vacinag@o, ambos ao longo do tempo. A fun¢do também
cresce quando p; se aproxima de 1, ou seja, quando a vacinagdo se aproxima de
100%. Isso também ocorre quando 7} tende a 0. Por ultimo, acrescentou-se o
termo v,, que funciona como uma penalizacdo que permite tornar o algoritmo
sujeito a restricdes. Nesse caso, a fungdo a ser minimizada é composta por duas
varidveis. Isso faz com que o politopo seja um triangulo.

30 método de Nelder-Mead é um método direto de busca para minimizar uma funcéo de duas
ou mais varidveis. Para uma funcdo de n varidveis, o algoritmo mantém um conjunto dos pontos
n + 1 que dao forma aos vértices de um simplex ou de um politopo no espaco dimensional de n.
Este simplex é sucessivamente atualizado em cada iteracdo rejeitando o vértice que tem o valor
mais elevado da func¢@o. Esse vértice € substituido por um novo vértice que tem um menor valor da
funcao. Tais métodos diretos de busca tém a vantagem de nao requerer o cdlculo da derivada, mas
tendem a ser eficientes somente em dimensdes relativamente baixas. Neste trabalho, utiliza-se a
rotina fminsearch presente no Matlab.
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O problema pode ser formulado como:

MMy, T, ‘]p

(dS/dt = pN —pS — BIS/N,
dl/dt = PIS/N —~I —pl, t#12,. .., (5.16)
sujeito a dRjdt = I = pk, .
: S(n) = (1-pg)Sn7),
I(n) = I(n7),
[ R(n) = R(n")+peS(n7),

em que py € a propor¢ao de individuos vacinados no instante n € Z. Imediata-
mente apds cada pulso de vacinagdo, o sistema (5.16) atinge um novo estado sem
ser afetado pela vacinagdo até que um outro pulso seja aplicado. No intervalo de
tempo entre os instantes n € n + 1, o sistema (5.16) define um problema de valor
inicial para o sistema de equacdes diferenciais. Em cada pulso discreto de tempo
t = n, as solugdes do sistema sdo alteradas da condig¢éo [S(n~),l(n~),R(n”)]
para [S(n),I(n),R(n)]. Veja a se¢do 2.5 para outros detalhes.

O modelo utilizado possui os seguintes pardmetros: N = 1000, . = 1/60,
v = 1/3, B = 2,5. A simulagdo ocorre até o tempo final de ¢ty = 500. As
condi¢des iniciais sdo Sy = 0,99N, Iy = 0,01N, Ry = 0. A Figura 5.5(a) a
(c) apresenta a funcao custo, py e 1y, respectivamente, da aplicacdo do algoritmo
de Nelder-Mead. Os parametros para o modelo estdo na legenda dessa figura. O
resultado final é p, = 0,7473 e T}, = 0,5. Esses valores serdo empregados no
MBI (ver se¢@o 5.4.3). Esse resultado significa que de seis em seis meses deve-se
vacinar cerca de 75% da populacdo. Esse tipo de controle aproxima-se daquilo
que ¢ praticado na realidade. Acredita-se que esse resultado pode ser empregado
em situacoes praticas.

5.4 Controle do MBI

Nesta secdo apresenta-se o controle do modelo MBI. Primeiramente, mostra-se a
vacinagdo no algoritmo do MBI. A seguir, propde-se uma formulagdo para calcu-
lar a probabilidade de erradicacdo. Em seguida, apresenta-se algumas simulagdes
do modelo.

5.4.1 Incorporacao da Vacinacio no MBI

Com a metodologia desenvolvida na secdo 4.2.2, pode-se determinar caracteris-
ticas no individuo que influenciem na vacinagdo, como idade, sexo, entre outras.
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Figura 5.5: Convergéncia do método de otimizagao para vacinagdo por pulsos.

Otimizacdo da vacinacdo por pulsos. O eixo z representa o nimero de ite-
ragdes. (a) Fungdo custo J,. (b) Percentual de vacinagdo py. (c) Intervalo
entre os pulsos 7. Os pardmetros utilizados foram: N = 1000, u = 1/60,
v =1/3, 8 = 2,5, ty = 100. As condig¢des iniciais sio Sp = 0,99N,
Ip =0,01N, Ry = 0. Rotina: sirpv2.m.

Pode-se também utilizar um percentual de efici€éncia da vacina, conforme exem-
plificado na se¢do 3.7.1.

A vacinagdo ocorre em percentual da populacdo seguindo uma distribui¢ao
uniforme com média v;. Os algoritmos a seguir apresentam duas formas de in-
corpora¢do da vacinacdo. Na primeira apenas os individuos recém-nascidos sio
vacinados:

s€ [nt(C1) = 0 € 1;,4(Ca) = 0
I,4(Cy) < 2 {Com v % }
fim-se.
Na segunda, todos os individuos suscetiveis sdo vacinados:
se 1,,1(C1) =0
I :(Ch) < 2 {Com v1% }
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fim-se.

5.4.2 Probabilidade de Erradicacao com Vacinacao

A probabilidade de erradicac¢do de uma doenga no MBI € expressa por (4.12) (veja
secdo 4.4), repetida aqui por comodidade:

i Im,t(C2) Im,t(C2) Im,t(Cq) S
o= I (=07 (57) (™) (-5

m=1

A vacinagdo significa que no instante ¢t uma parte dos individuos suscetiveis,
Sy, torna-se imune a doenga. Assim o calculo da probabilidade torna-se:

I In.1(C3) It (Cy) In.t(C) S, (1 —
e = ][ |:<1—6_ W > + <e_tu : > (1—6‘? . > (1—51 t(N vI))]

m=1

e isolando o termo com vacinacdo, tem-se

i 7Im,t(c2) ]
1—e Iz

L BrSt _Im.t(C2) Imt(Ca)
pr=]]| t{1 & <e z )(1—6 g ) . (5.17)

m=1 ﬁ S I +(Co) I +(Cy)
m,t\“2 _Im,t\Y4
+v1( ]Ivt> <e z > (1—6 v >

A Figura 5.6 apresenta a variacdo da probabilidade de erradicacdo da doenga
no instante seguinte em funcao da vacinacdo. Detalhes do modelo encontram-se
na legenda dessa figura. Nessa simulacdo leva-se em conta uma populagdo de total
de 1000 individuos e que todos os individuos suscetiveis sdo vacinados. Suponha
que chegue nesta populacgdo trés individuos infectados. Sem vacinacao, a probabi-
lidade de que no instante seguinte ocorra a erradicagdo da doenga € 32,40 £+ 18,87.
A probabilidade atinge 41,95 + 22,09 quando ha 100% de vacinagdo. Ao obser-
var (5.17), pode-se verificar que a inclinagdo da curva na Figura 5.6 € explicada
pelo terceiro termo. Pode-se concluir que mesmo se v; = 0, a probabilidade de
erradicacdo ndo serd nula.

5.4.3 Controle por Pulsos no MBI

A Figura 5.7 apresenta a simulagao do MBI para um caso sem vacina¢ao. Nessa
situac@o nao ocorre a erradicagdo da doenga. As Figuras 5.8 a 5.10 apresentam a
aplicacdo da vacinagdo por pulso.
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Figura 5.6: Variac@o do percentual de erradicacdo com a vacinagao.

Variacdo do percentual de erradicacdo com a vacinac¢do. Os parametros utili-
zados foram: N = 1000, S; = 0,997N,I; = 0,003N, At = 0,1, u = 1/60,
v = 1/3, /i = 0,25. Levou-se em conta que apds a vacinagdo o nimero
de individuos suscetiveis passa a ser S,y = (1 — v1).S;. Foram feitas 5000
simulacdes e para cada simulag¢do os individuos infectados possuiam as ca-
racteristicas Cy e Cy aleatérias. Mostra-se a média e a faixa de um desvio
padrdo. Rotina: probabv.m.

A Figura 5.8(a) apresenta o caso em que apenas os individuos suscetiveis
recém-nascidos sdo vacinados, enquanto na Figura 5.8(b) todos os suscetiveis sao
vacinados. Tanto em (a) quanto em (b) 7}, = 0. A diferenca clara entre as duas
abordagens € o fato de que a erradicagdo em (b) ocorre mais rapido.

As Figuras 5.9(a) e (b) possuem o mesmo cendrio que na Figura 5.7, a menos
de que 7 = 1. Nesse caso, apenas para a vacina¢do na populacdo total houve
a erradicacdo. Apesar de se manter a mesma intensidade dos pulsos, como o
intervalo aumentou, a vacinac¢ao nao foi suficiente.

O tultimo caso avaliado € somente para a vacina¢do para toda a populagdo de
suscetiveis. A Figura 5.10 apresenta esses resultados. Analisa-se dois casos: em
(a) T), = 10 e (b) T = 60. Para o primeiro caso o intervalo do pulso de vacinacdo
¢ suficiente. Entretanto, para o segundo caso a erradica¢io nao ocorre. Esse resul-
tado revela a seguinte questdo. Comparando-se com os resultados apresentados
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Figura 5.7: MBI com vacinagéo nula.

MBI com vacinagdo nula. Os pardmetros utilizados foram: N = 1000, At =
0,1, p» = 1/60, v = 1/3, f1 = 0,25. A condi¢do inicial foi Sp = 0,9N,
Iy =0,01N, Ry = N — Sy — Iy, vi = 0. Rotina: mbi .m.

na Figura 5.7 (sem vacinacdo). Do instante em que ocorre a vacinacdo, ¢t = 50 até
o instante ¢ = 300, o sistema sem vacinagao possui média de infectados de 33,66,
maximo valor 95, e minimo 2. Na Figura 5.10 (b) a média € de 37,36 indivi-
duos infectados, méximo valor de 92 e minimo de 4. Ou seja, caso campanhas de
vacinac¢do ocorram com intensidades e/ou intervalos de tempo insuficientes para
erradicacdo, pode-se gastar recursos em vao. Na média houve um aumento de
3,7 individuos, sendo que no sistema em que ha vacina¢do ocorrem picos de in-
dividuos infectados de igual magnitude. Esse resultado pode ser importante no
projeto de campanhas de vacinacgao.

Uma forma de resolver esse problema ¢ utilizar os valores obtidos na sec¢do
5.3. Como os modelos SIR e MBI sao semelhantes na média, utiliza-se os valores
de pp, = 0,7473 e T}, = 0,5. A Figura 5.11 apresenta a aplicacdo da vacina¢ao por
pulsos no MBI, a partir de ¢ = 0. Percebe-se que o resultado foi positivo, pois
houve erradicacdo da doengca em ¢ ~ 15. Assim, utilizar um modelo continuo para
o projeto de um controlador 6timo e, em seguida, utilizar esse controle em um
modelo estocdstico, possibilitou uma simulagdo em que a doenca foi erradicada.
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Figura 5.8: MBI com vacinagdo constante suficiente para erradicagao.

MBI suficiente para erradicagdo. Os parametros utilizados foram: N = 1000,
At =0,1,n=1/60,v = 1/3, B = 0,25. A condi¢do inicial foi Sy = 0,9N,
Ip = 0,01N, Ry = N — Sy — Iy, v = 0,85. A vacinagdo ocorre a partir
do instante ¢ = 50. (a) Vacinagdo em recém nascidos. Rotina: cibm.m. (b)
Vacinagdo para todos os suscetiveis. Rotina: cibmtotal .m.
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Figura 5.9: MBI com vacinacdo por pulsos. T}, = 1

1000

© 500

T
0 20 40 60 80 100 120
| L L
0 20 40 60 80 100 120
0 20 40 60 80 100 120

MBI vacinacio por pulsos suficiente para erradicacdo. Os parametros utili-
zados foram: N = 1000, At = 0,1, p = 1/60, v = 1/3, 51 = 0,25. A
condig¢do inicial foi Sy = 0,9N, Iy = 0,01N e Ry = N — Sy — Iy, v1 = 0,85.
A vacinagdo ocorre a partir do instante ¢ = 50. Os pulsos ocorrem com
periodo de T, = 1. (a) Vacinacdo por pulsos em recém nascidos. Rotina:
cmbipulse.m. (b) Vacinagdo por pulsos para todos os suscetiveis. Rotina:

cmbipulsetotal .m.
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Figura 5.10: MBI com vacinacio por pulsos T}, = 10 e T}, = 60.

MBI vacinacio por pulsos. Os pardmetros utilizados foram: N = 1000,
At = 0,1, p = 60, 51 = 0,25. A condigdo inicial foi So = 0,9N, Iy =
0,01N, Ry = N—Sp—1Ip, v = 0,85. A vacinacgio ocorre a partir do instante
t = 50. (a) Vacinagdo por pulsos para todos os suscetiveis. T = 10. (b)
Vacinagado por pulsos para todos os suscetiveis. 7, = 60. Observe que para
T}, = 60, apesar de se utilizar a mesma intensidade de vacinacdo, ndo ocorre
a erradicacdo. Rotina: cmbipulsetotal.m.
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Figura 5.11: MBI com vacinacdo por pulsos otimizada

MBI vacinagdo por pulsos otimizada pelo algoritmo Nelder-Mead. Os pa-
rametros utilizados foram: N = 1000, p = 1/60, v = 1/3, 5 = 2,5,
ty = 500. As condigdes iniciais sdo Sy = 0,99N, Iy = 0,01N, Ry = 0. O
controle por pulsos é definido por p, = 0,7473 e T}, = 0,5. Esses valores
foram obtidos no modelo SIR (continuo). A vacinacdo ocorre a partir do
instante ¢ = 0. Rotina: cmbipulsetotalnm.m.
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5.4.4 Controle Otimo no MBI

Como dtltima técnica deste capitulo, apresenta-se o controle 6timo aplicado ao
modelo MBI. A estratégia utilizada é obter uma curva de controle 6timo por meio
do modelo SIR. A curva obtida é entao aplicada ao MBI.

Os pardmetros utilizado do modelo SIR sdo: N = 1000, u = 1/70, v = 1/24
e 3 = 0,08. As condigdes iniciais sdo Sy = 0,94N, Ip = 0,01 N, Ry = 0,05N. Os
pesos para a fungdo custo foram ¢; = 10 € ¢ = 2 x 10%. Com esse pardmetros,
obtém-se a curva 6tima de vacinagdo apresentada na Figura 5.12. A Figura 5.13
apresenta o nimero de infectados ao longo do tempo com a acdo de controle
6timo. Percebe-se que o nimero de individuos infectados em média atingiu o
zZero.
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Figura 5.12: Vacinacdo 6tima para o MBI.

Vacinagdo 6tima para o MBI. (—) controle 6timo (5.6). (---) vacinag@o cons-
tante v. = 0,40. (-0-) sem vacinagdo. Para aplicar no MBI a curva foi
amostrada a cada intervalo At. A vacinagdo constante e a referéncia em zero
estdo presentes apenas para efeito de comparagdo. Rotina: compcombi . m.

5.5 Conclusoes do Capitulo

Este capitulo apresentou duas técnicas para o projeto de controle de epidemias
para o modelo SIR e MBI: controle 6timo e controle por pulsos. Para o modelo
SIR, foram apresentadas as técnicas de controle 6timo e vacinac¢do por pulso. A
primeira possibilidade, um controle continuo, enquanto a segunda permite a for-
mulacdo de um modelo discreto. Para o MBI, foi utilizado a intrinseca relacao
com o modelo SIR, para utilizar os resultados obtidos para o modelo SIR.
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Figura 5.13: Aplicacdo do controle 6timo: nimero de individuos infectados.

Aplicacio do controle 6timo: nimero de individuos infectados. Mostra-se a
média (-0-) e um desvio padrao. O controle 6timo foi eficiente em erradicar
a doenca. Rotina: compcombi .m.

No controle 6timo, foi possivel propor uma técnica que reduz o tempo de
erradicacdo em um tergo e com picos inferiores a 50% quando comparados a va-
cinagdo constante. Observou-se também que o controle 6timo determina um valor
inicial para a¢do de controle superior ao valor critico de vacinag¢do para o modelo
SIR. Esse fato ocorre para uma ampla faixa de 3. Esse € um fato interessante, pois
pode contribuir para a formacao de um bom senso na elaboragao de campanhas de
vacinagdo que se esforcem para possuir o mais elevado nivel de vacinacao logo a
principio. Resultado semelhante a esse foi encontrado em (Caetano e Yoneyama,
2001). Por fim, a partir da lei de controle analitica, pode-se observar que a redu-
¢do do tamanho da populag@o exige uma taxa de vacinagdo menor. A redugdo da
populacdo também foi vista como importante no MBI, quando se calcula a pro-
babilidade de erradicacdo da doenca. Por dois caminhos diferentes, chega-se a
mesma diretriz.

O controle por pulso 6timo foi obtido a partir do algoritmo Nelder-Mead (La-
garias et al., 1998). A partir do modelo continuo SIR, obteve-se a intensidade e o
intervalo de tempo 6timo para o controle. Esse resultado € facilmente implemen-
tado no MBI, devido a intrinseca relacdo existente entre o modelo SIR e o MBI,
conforme mostrado na se¢do 4.3.2. Observou-se que a variacdo do intervalo entre
os pulsos no MBI pode ser critica. Mas com o controle por pulsos otimizado para



110 5 Controle de Epidemias

o modelo SIR, foi possivel erradicar a doengca no MBI.

Duas formas de incorporar a vacinac¢do foram investigadas. A primeira leva
em conta apenas os individuos recém-nascidos. A segunda, permite que todos os
individuos suscetiveis sejam vacinados. Verifica-se que a primeira abordagem é
mais coerente com o modelo SIR. Por outro lado, a segunda abordagem € passivel
de ocorrer na pratica. Foram apresentadas simulacdes que mostram que a vaci-
nacio constante e a vacinacdo por pulso, com intervalo suficientemente pequeno
sdo capazes de levar o sistema a erradicag@o. Por outro lado, quando se amplia
o intervalo de vacinagdo, ndo ocorre a erradicacdo. E, diferentemente do que se
podia esperar de modo intuitivo, a vacinacdo provoca mudangas indesejaveis no
sistema. Foi verificado, por exemplo, que no sistema sem vacina¢do o ndimero
maximo de individuos infectados em um instante de tempo foi 95, enquanto que
para o mesmo sistema, quando aplicada vacinacao por pulso, 0 nimero maximo
atingiu 92. Os resultados obtidos para o controle por pulsos no modelo SIR foram
empregados no MBI. Uma vantagem dessa metodologia é que ha ferramentas ana-
liticas e métodos de otimizagdo relativamente mais simples para o modelo SIR. O
periodo e intensidade da vacinacdo foram suficientes para erradicar a doenga no
MBI. O controle 6timo foi discretizado e aplicado no MBI. Houve também a er-
radicacao da doenga.

Neste capitulo investigou-se algumas metodologias que podem contribuir para
a sistematizacdo do controle de epidemias. Por meio do modelo SIR, a vacinagao
constante, vacinacdo por pulsos e controle 6timo sdo projetados. Em seguida,
esses resultados sdo avaliados no modelo MBI. Dois pontos importantes podem
ser retirados dessa metodologia. Primeiro, constitui-se em uma forma sistemati-
zada de projetar controladores para um modelo estocastico. Em segundo lugar,
essa metodologia também serve para avaliar a qualidade do MBI, no sentido de
que se um controlador € eficiente para o modelo SIR, espera-se que também seja
para MBI. Uma questdo interessante, deixada para trabalhos futuros é a avaliagdo
dos resultados do controlador, seja por pulsos ou controle 6timo, ao se variar o
tamanho da populagdo.

Por fim cita-se (Meza et al., 2005), em que seis técnicas de projeto de contro-
ladores s@o aplicados ao modelo Lotka-Volterra. Como o modelo SIR possui ndo
linearidade baseada em termos cruzados, semelhante ao modelo Lotka-Volterra,
espera-se que em trabalhos futuros, outras técnicas de controle possam ser ava-
liadas. Nao se descarta também técnicas de inteligéncia artificial, hoje em dia
empregadas com sucesso em controle e automacgdo (Nascimento Jr. e Yoneyama,
2000).



Capitulo 6

Conclusao

“non nobis Domine non nobis sed nomini tuo da gloriam”

Vulgata: Psalmorum, 113,9 !

Neste trabalho investigou-se os sistemas epidemioldgicos do ponto de vista
de dindmica, modelagem e controle. O modelo SIR, elaborado por Kermack e
McKendrick (1927), constituiu-se no principal corpo tedrico dos estudos.

Ap6s apresentar uma revisdo bibliogréfica sobre o tema deste trabalho, foram
mostrados trés capitulos de resultados. No primeiro, analisou-se a dinamica do
modelo SIR quando sujeito a vacinagao, isolamento, ou simultaneamente a vaci-
nacdo e isolamento. Em seguida, foram apresentados uma formula¢do matemaética
e um algoritmo de um modelo baseado em individuo (MBI), cujo objetivo € assi-
milar as principais caracteristicas do modelo SIR e aplicar em cendrio em que as
flutuacdes estocdsticas sejam importantes. Como ultimo capitulo de resultados,
apresentou-se duas estratégias de controle para o modelo SIR: controle 6timo e
vacinacao por pulsos. Essas técnicas aplicadas ao modelo continuo SIR, foram
também aplicadas ao MBI.

Este capitulo tem como objetivo apresentar as principais contribui¢des deste
trabalho. Em seguida, faz-se um balanco dessas contribui¢des. Por fim, apresenta-
se as perspectivas de pesquisas futuras, advindas do encontro de questdes cuja
investigacdo nao foi conduzida neste trabalho.

6.1 Principais Contribuicoes

Eco (1988) conceitua uma tese como

ISalmo, 113,9: Nio a nés, Senhor, néio a nés, mas ao teu nome da gléria
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“(...) um trabalho original de pesquisa, com o qual o candidato deve
demonstrar ser um estudiosos capaz de fazer avancar a disciplina a
que se dedica. (...) Porque se trata efetivamente de pesquisa ori-
ginal, onde € necessdrio conhecer a fundo o quanto foi dito sobre o
mesmo argumento pelos demais estudiosos. Sobretudo € necessario
“descobrir” algo que ainda nao foi dito por eles. ”

Com esse espirito, pretende-se apresentar as principais contribui¢des desta
tese. Essas contribuicdes foram divididas em trés partes: dindmica, modelagem e
controle.

6.1.1 Dinamica

Os resultados apresentados nesta se¢do estdo contidos no artigo (Nepomuceno
et al., 2005d). As principais contribui¢des na area de dindmica foram as seguintes.

e Andlise da estabilidade do modelo SIR. Observou-se que o modelo SIR pos-
sui uma bifurcagdo transcritica e de acordo com a variagdo do 3 o sistema
pode possuir nove diferente regides de estabilidade (ver Figura 3.2).

e [Influéncia da vacinacdo na dinamica do modelo SIR. Foi observado que
o ponto de bifurcagdo transcritico do modelo SIR possui sua localizagao
alterada pela taxa de vacinagdo p de acordo com a expressao:

(6.1)

Observou-se que o ponto de bifurcagdo original do sistema ~y + p € alterado
de modo inversamente proporcional ao nimero de individuos infectados. A
Figura 3.4 apresenta a variacdo da posi¢cao do ponto de bifurcacdo em fun-
¢ao da vacinagdo. Percebeu-se que quanto mais proximo p estiver da uni-
dade (taxa de vacinagdo perto de 100%), maior € a variacdo da localizagdo
do ponto de bifurcagdo transcritico. Epidemiologicamente, isso significa
que a vacinacdo € mais expressiva quando se aproxima de 100%, o que é
normalmente um empecilho econdmico ou logistico.

o Influéncia do isolamento na dindmica do modelo SIR. Foi observado que
o isolamento também modifica a posi¢do do ponto de bifurcagdo. Mas a
funcdo que expressa essa modificacdo em funcdo do isolamento « € expressa
por

B=v+p+-k. (6.2)

Nesse caso, a taxa de isolamento varia de modo linear a localizacdo do
ponto de bifurcagao.
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e Influéncia da a¢do simultdnea da vacinagdo e isolamento. Analisou-se que
a utilizacdo simultdnea da vacinag@o e isolamento, quando possivel, por
exemplo no caso da doenca bovina Brucelose (Mathias et al., 2001), pode
ser benéfica, pois flexibiliza a acdo de controle e permite que a vacinagao
possa atingir valores inferiores.

6.1.2 Modelagem

Ao estudar a dinamica dos modelos SIR e por relatos presentes na literatura
(Bjornstad et al., 2002; Grenfell et al., 2002; Alonso, 2004), observou-se que
as interagOes estocdsticas sdo fendmenos intrinsecos aos sistemas epidemioldgi-
cos. Para levar em conta esses aspectos estocésticos e aprofundar a pesquisa e ao
mesmo tempo permitir a investigacdo dos resultados obtidos da andlise dindmica,
elaborou-se o modelo baseado em individuos, MBI. Os resultados desta secao es-
tao contidos no artigo (Nepomuceno et al., 2005c). As contribui¢des relevantes
dessa proposta sdo as seguintes.

e Formulac¢do matemdtica do MBI. Elaborou-se uma formulacdo matemdtica
para o MBI. Esta formulacdo € de carater genérico, na qual pode-se incluir
qualquer nimero de estados de transicao e quaisquer outra caracteristica do
individuo, tais como idade, sexo, aspectos fisicos ou comportamentais.

e Algoritmo para o MBI. Foi elaborado um algoritmo para o MBI, no qual as
transi¢des das caracteristicas ocorrem por meio de distribui¢des de probabi-
lidade. O comportamento do MBI tende ao comportamento do modelo SIR
para situacdes em que N — oo e o intervalo entre as interagdes At — 0.
Essa afirmacdo foi corroborada por meio de simulagdo Monte Carlo.

e Cdlculo da probabilidade da erradicacdo. Com o MBI foi possivel analisar
os fendmenos associados a um ndmero finito de individuos. Entre esses
fendmenos, destacou-se a probabilidade de erradicacdo para o instante ¢,
para a qual foi desenvolvida a expressao:

i It (C2) I ,t(C2) It (Ca) S
o= IL[(=557 ) (257) (=) (57

m=1

Foi avaliado que a probabilidade de erradicagdo aumenta com a diminui¢do
da populacdo. A Figura 4.14 apresenta esse resultado. Aplicou-se esse re-
sultado em um cendrio no qual uma populacao de 500 individuos foi divida
em duas outras sub-populagdes de 300 e 200 individuos, sendo que as de-
mais caracteristicas foram mantidas. A probabilidade de erradicacdo para
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fazendas menores foi ampliada em 14 e 23 vezes para a subpopulacdo de
300 e 200 individuos, respectivamente.

6.1.3 Controle

O artigo (Nepomuceno et al., 2005b) apresenta parte dos resultados dessa secao
relativos ao controle 6timo. As demais contribui¢des serdo descritas em um artigo
a ser preparado.

e Expressdo analitica para a lei de controle otimo. Por meio do maximo
principio de Pontryagin (Kirk, 1970) foi obtida uma expressdo analitica para
a lei de controle 6timo da vacina¢do no modelo SIR. Essa lei otimiza uma
funcdo custo que leva em conta o preco da vacinacdo e o custo associado a
um individuo. A expressdo obtida é

ot = MV ps) (6.3)

2¢1
Notou-se que v* € proporcional a N e p que reforca a afirmativa para a
formacdo de populacdes de pequeno porte.

e Vacinagdo por pulsos. Por meio do algoritmo Nelder-Mead (Lagarias et al.,
1998), foram obtidos valores 6timos para a intensidade do pulso de vaci-
nacdo e o intervalo entre os pulsos. Esse aspecto € interessante, pois na
maioria das situacoes reais a vacinagdo ocorre em instantes discretos (Zhou
e Liu, 2003; d’Onofrio, 2002).

e Avaliacdo do controle no MBI. Aplicou-se os controladores 6timos e por
pulsos, projetados por meio do modelo SIR, no MBI. Nos dois casos, houve
a erradicacdo da doenca. Isso serviu também para avaliar qualitativamente o
MBI, concluindo-se que o MBI possui comportamento na média, similar ao
modelo SIR. No caso de situagdes sub-6timas para a vacinag¢do pulsada no
MBI, podem ocorrer picos cuja intensidade é da mesma magnitude a inten-
sidade dos picos na auséncia de vacinacdo. O controle por pulsos otimizado
constitui-se em um modo sistematizado de evitar esse problema.

6.2 Discussoes Finais

De uma forma geral, a contribuicdo original desta tese pode ser afirmada sobre
uma perspectiva multidisciplinar. Os objetivos alcancados versam sobre a aplica-
cdo de técnicas de andlise dindmica, modelagem e controle, relativamente conhe-
cidas na Engenharia, na compreensao e controle de epidemias.
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Apesar da simplicidade do modelo utilizado, acredita-se que as contribuicdes
alcancadas aqui possam ser extrapoladas para modelos mais complexos. Ainda
mais que as propriedades do modelo SIR foram observadas no MBI, um modelo
estocastico.

Um aspecto importante a ser destacado € a possibilidade de comparagdo dos
conceitos desenvolvidos neste trabalho com sistemas reais. Deseja-se no futuro
tentar verificar em registros histéricos se ha evidéncias que confirmem as hip6-
teses levantadas neste trabalho. Pode-se citar a CAE (Lara et al., 2002; Callado
et al., 2001) e a brucelose bovina (Poester et al., 2002), importantes enfermidades
em animais que causam significativo prejuizo.

Espera-se que este trabalho possa contribuir para o fortalecimento da pesquisa
em sistemas epidemioldgicos no Brasil. Atualmente, os artigos mais citados na
area de ecologia e epidemiologia, como em outras dreas da ci€ncia, possuem au-
tores de nacionalidade americana ou européia (Leimu e Koricheva, 2005). A si-
tuacdo socio-econdmica do pais, aliada a sua vocacdo agropecudria reforcam a
necessidade de fortalecimento e ampliacdo de grupos de pesquisa, que possam
desenvolver técnicas proprias coerentes com as demandas locais.

6.3 Pesquisas Futuras

Ao longo do trabalho realizado, algumas possibilidades de investigacdo foram
levantadas, mas ndo investigadas. Entre elas, pode-se destacar:

e Incorporar sazonalidade na taxa de transmissdo 3 (Moghadas, 2004; Green-
man et al., 2004; Gersovitz e Hammer, 2004; Guihua e Zhen, 2004; Kretzs-
chmar et al., 2004; Zhou e Liu, 2003; Gandon et al., 2003; Moghadas e
Gumel, 2003; Bauch e Earn, 2003; Ruan e Wang, 2003; Bjornstad et al.,
2002; Rohani et al., 2002). Acredita-se que a sazonalidade em [ seja um
componente importante para a alternancia de regimes dindmicos oscilato-
rio e exponencial amortecido, comum em epidemias. Em (Bjornstad et al.,
2002), mostra-se como /3 pode ser influenciado pelo calendario escolar para
o caso de sarampo.

e Incorporar varidveis estocdsticas que procurem reproduzir dindmicas migra-
térias (Alonso, 2004; Aiello e da Silva, 2003; Grenfell et al., 2002; Rohani
et al., 2002).

e Elaborar modelos discretos com varidveis inteiras (Blount et al., 1997, Sat-
suma et al., 2004; Ackleh e Allen, 2003; Finkenstadt e Grenfell, 2000; Al-
len, 1994) e comparar os resultados com o MBI. Essa investigacdo € impor-
tante para situacdes em que a populacao € pequena (Piqueira et al., 2005).
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e Realizar em modelos discretos, a andlise dindmica conduzida no capitulo 3

(Durrett e Levin, 1994).

e Modelar a CAE (Callado et al., 2001) com o MBI a partir de dados re-

ais. Os parametros podem ser ajustados por técnicas de otimizagdo estocas-
tica. Pode-se investigar também a obtenc@o dos parametros no modelo SIR,
como etapa inicial, e em seguida, utilizar esses parametros no MBI.

Estudar a dinamica da acdo de controle utilizando-se as técnicas pico-a-pico
(Piccardi e Rinaldi, 2002; Rinaldi et al., 2001; Piccardi e Rinaldi, 2000;
Candaten e Rinaldi, 2000) e o controle PID (Ghezzi e Piccardi, 1997). No
caso do controlador PID, pode-se estimar o valor das constantes a partir de
métodos de otimizacao estocdstico (de Almeida et al., 2005). Uma outra téc-
nica possivel € a utiliza¢gdo do controle nebuloso via método Takagi-Sugeno
(Johansen e Babuska, 2003; Lee et al., 2001; Shaw e Simdes, 1999; Wang
et al., 1996; Takagi e Sugeno, 1985). Costa et al. (2004) apresentaram uma
implementacgao didética para o sistema de Lorenz (Fiedler-Ferrara e Prado,
1994; Tucker, 1999), o qual possui uma nao-linearidade por meio de um
termo cruzado, semelhante ao modelo SIR.

Verificar a viabilidade da aplicac@o de controle robusto nebuloso (Nepomu-
ceno et al., 2003a; Meza et al., 2002; Lee et al., 2001; Chilali et al., 1999;
Tanaka et al., 1997; Massad et al., 2003; Johansen e Babuska, 2003; Keeling
e Rohani, 2002; Barros et al., 2001; Johansen et al., 2000; Shaw e Simdes,
1999; Wang et al., 1996) de tal forma que seja possivel levar em conta o
fato de que h4 diversas incertezas no desenvolvimento do modelo, a pre-
senca de varidveis estocdsticas e a reducdo de custos da acdo de controle e
conseqiiéncias da doenca (Blount et al., 1997).

Levar em conta os fatores bioldgicos apresentados na se¢do 2.3.3 como ca-
racteristicas do MBI

Caracterizar a vacinagdo e/ou o isolamento como um agente (Garcia e Sich-
man, 2003). Com essa perspectiva, o agente pode intrinsecamente possuir
“aspectos de percepg¢do e reacdo ao meio”, dotando o sistema de controle,
com certa inteligéncia. Nessa perspectiva pode-se incluir também a eficién-
cia da vacinagdo, como discutido em (Farrington, 2003).

Propor um MBI equivalente ao modelo SAIR (Piqueira et al., 2005) e inves-
tigar o efeito da propagacdo de virus de computador em diversos tamanhos
de populagdo.

Avaliar a utilizagcdo de outras técnicas de controle, tais como aquelas apre-
sentadas em (Meza et al., 2005), no MBI.
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e Incorporar o isolamento no MBI, bem como, outras estratégias de controle
(ver secdo 2.5.1).

e Migrar as rotinas desenvolvidas neste trabalho para o software livre Scilab. 2

20 Scilab pode ser obtido gratuitamente no endereco http://www.scilab.org


http://www.scilab.org
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Apéndice A
Rotina Computacional para o MBI

Este apéndice tem como objetivo apresentar a rotina computacional desenvolvi-
das neste trabalho para o MBI. Essa rotina foi desenvolvida no Matlab, dada a
facilidade de programacao desse programa e pelo histérico do grupo de pesquisas
MACSIN, que possui a maioria de suas rotinas implementadas nessa linguagem.
As demais rotinas indicadas ao longo do trabalho também foram desenvolvidas
no Matlab, mas ndo foram incluidas neste apéndice. Pretende-se disponibiliza-las
no sitio pessoal do autor deste trabalho.

A.1 mbi

% MBI implementa um modelo baseado em individuo
%$function [S,I,R]=mbi (N,dt,dd,mu,ni,infec,S0,I0,R0,fiqg)
% Entrada

% N — populacao total

% dt - intervalo de tempo

% dd - periodo infectante

% mu - taxa de nascimento

% ni — numero de intervalor ( nxmu/dt)

% infec - percentual de contatos que geram infeccao
% S0, I0, RO - condicoes iniciais

% fig = 0, exibe figura,, fig=1l, nao exibe figura

% Saida

% S — numero de suscetiveis

% I - numero de infeccao

% R - numero de recuperados
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$Exemplo
$N=1000;dt=0.1;dd=25xdt; mu=60; ni=5+mu/dt;
%$infec=0.25;S50=0.9%N;I0=0.01%N; RO=N-S0-I0;fig=1;
%$[S,I,R]=mbi(N,dt,dd,mu,ni,infec,S0,I0,R0,fiqg);

function [S,I,R]=mbi(N,dt,dd,mu,ni,infec,S0,I0,R0,fiqg)

%$Populacao inicial
=[zeros(S0,1); ones(I0,1); 2+*ones(RO,1)71;
(:,2)=—mu*0.25*1log(rand (N, 1)) ;
(:,3)=—muxlog(rand(N,1));
indf=find(P(:,1)==1);

nindf=length (indf) ;

P (indf, 4)=-ddx0.25x1log(rand (nindf, 1)) ;

P (indf, 5)=-ddxlog(rand (nindf, 1)) ;

$Numero de S,I,R - incial
S(l)=length(find (P (:,1)
I(l)=length(find(P(:,1)
R(l)=length (find (P (:,1)

P
P
P

0));
1));
2));

%Processo iterativo
for k=1l:ni
%$Inicio dos individuos
for kk=1:N

$MORTE

%0,1,2 => 0

if P (kk,2) > P (kk, 3)

$Torna—se suscetivel

P (kk,1)=0;

%$Reinicia o tempo de wvida

P (kk, 2)=0;

P (kk,3)=-muxlog(rand(1l));
else

$INFECCAO

if P(kk,1)==0
%Escolha aleatoria de um individuo
%$se for o mesmo e como nao tivesse encontro
ind=indale (N) ;
if ind ~= kk %eh o mesmo? Se nao continua
if P (ind, 1l)==
if rand(l) > (l-infec)
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P (kk,1)=1;
P (kk, 4)=0;

P (kk,5)=-ddxlog(rand (1)) ;
end % 1if rand(l) > (l-infec)
end % 1if P (ind,

end % if ind ~= kk
end % if P (kk,
$RECUPERACAO
if P(kk,1)==1

if P (kk,4)>P (kk, 5)

P (kk,1)=2;
P(kk,4:5)=0;
else
P (kk,4)=P (kk, 4) +dt;
end % if P (kk,

end % if P (kk,
end % if P (kk,
%$Individuos envelhecem em dt
P (kk, 2)=P (kk, 2) +dt;
end % for kk=1:N
ENumero de S, I, R

S(k+1l)=length (find(P(:,1)==0));

I(ktl)=length(find(P(:,1)==1));

R(k+1l)=length (find(P(:,1)==2));
[S(end) I(end) R(end) k]

end % for k=1:dt
$Figuras
if fig
subplot (311) ,plot (linspace (0, nixdt,ni+1),S);
set (gca,’'FontName’,’times’,’'FontSize’,14)
ylabel (’S’);
subplot (312) ,plot (linspace (0, nixdt,ni+1),I);
set (gca, "FontName’ ,’times’, "FontSize’,14)
ylabel ('1I");
subplot (313) ,plot (linspace (0, nixdt,ni+1),R);
set (gca, 'FontName’ ,’times’,’FontSize’,14)
ylabel ("R");
xlabel ("t’)
end
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